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Jöei der ausserordentKch grossen, in fortwährender 
Zunahme begrififenen Verbreitung der mathematischen 
Wissenschaften, hat der Verfasser dieses Werks ge- 
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welche sich dem Studium der Mathematik, sei es als 
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Die Hütte: des Ingenieurs Taschenbuch. 
Kr eil: Sammlung mathematischer Formeln. 
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Nävi er: Differential- und Integral -Rechnung. 
Poncelet: Anwendung der Mechanik auf Maschinen. 
Rühlmann: Mechanik, 
van Schwinden: Elemente der Geometrie. 
Sohncke: Differential- und Integral -Rechnung. 
Teilkampf: Vorschule der Mathematik. 
Weisbach: Der Ingenieur. 
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I. TheU. 



MATHEMATIK. 



L Abschnitt. 

GONIOMETRIE. 



Tafel La. Gonlometrische Oleichimgen. 



a. Qrundgleichungen. 




sin o" = 

cos o° = 

tg oö = 

cot o^ = 

See qO = 

cosec o'* = 

sin vers o'^ = 

008 vers o^ = 



o 
o 

+ 00 

o 
I 



sin 90^ = 



cos 90 = 



sin— =+iT 
2 



cos — =0 

2 



tggoo 
cot 90* 



= tg 



IC 



TT 



= + co 



cot — =0 

2 



sec 900 = sec — = + oo 



cosec 90" = 



cosec — = -4- I 

2 

TZ 



sin vers 90° = sin vers — =1 

2 



>o .--,, 



n 



cos vers 90" = cos vers — = 

2 



sin iSo<* 

cos 180" 

tgiSo» 

cotiSoO 

sec 180° 

cosec 180^ 

sin vers 180'* 

cos vers 180*^ 



smTT 

cos IC 

tgTt 

cot IC 

secTC 

cosec IC 

sin vers 7C 

008 vers IC 



o 

— I 
o 

IfOD 

— I 
±00 

2 

I 
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sin 270° — sin— — — i 


sin (90" -f a) = -f- cos a 


' 2 


cos (90° + ^) — — sin a 


cos 270 ö cos— 


tg(9oo4-a) -~" — cota 


2 


cot(9oO-|-a) — —tga 


tg2700-_ tg ^ +00 

2 

cot27oO — cot— — 


sec (90O -f- ö) — — cosec a 
cosec (90O -|- a) — -f sec a 


8in(i8oö — a) — •\-%ma 


2 


cos(i8o<^ — a) — — cos a 


sec27o0— sec— —4-00 


tg(i8oO— a) = — tga 


2 


cotCiSoO — a) — — cota 


cosec 270O = cosec ^" = — i 


8ec(i8oO — a) = — seca 


2 

■in vers 270 ^ — sinvers ^^ — i 

2' 


cosec (180® — a) =:. -\' cosec a 


sin(i8oO + a) = -— sina 


cos vers 270° — cosvers ^^ — 2 

2 


cos (180" 4- ö) — — cosa 


tg(i8oO-f a) — 4- tga 




cot(i8oO-j-a) — - 4-cota 
sec(i8o0 4-a) — —seca 


8in36oö — sin 27: =r-o 


cos 360«— cos 271 =+I 
tg36oO_ tg 27t —0 


cosec (180O -\-6) — — cosec a 


sin(27oO — a) — — coso 


COt36oO— COt27C — + 00 


cos(27o0— a) —sina 


860360» sec 2 7t =-[-1 


tg (270O — a) — 4- cot a 


cosec 360» — cosec 2 it = ^I 00 


cot(27o0 — a) = 4-tga 


sin vers 360*» — sin vers 2 7t -::o 


sec (270° — 0) — — cosec a 


cos vers 360" — cos vers 2 7t — i 


cosec (2700 — 0) — — sec a 


sin ( a) sin a 


sin (270O 4- a) = — cos a 


cos (— a) = -|- cos a 


cos (270O -f. a) = 4- sin a 


tg(— a) _ —tga 


tg (270O 4- a) — — cot a 


cot (— a) =- — cot a 


001(27004-0) — —tga 


sec ( a) — -|- sec a 


800(270^4-0) — 4- cosec a 


cosec ( — a) = — cosec a 


cosec (270° 4- a) — — sec a 


sin (90O — a) — cos a 


sin(36oO — a) — — sina 


cos (90" — a) — sin a 


cos (360O — a) — 4- cos a 


tg (90O — a) = cot a 


tg(36oO— a) — —tga 


cot (90O — a) ■— tg a 


cot (360O — a) = — cot a 


sec (90O — a) = cosec a 


Bec(36oO— a) 4- seca 


cosec (90 — a) == sec a 


cosec (360O — a) = — cosec a 



Tafel I. a. OoniometriBcliA Oleicbungen. 



sin (360° -|- a) = sin « 
cos (360" -\-a) = cosa 

cot (360" -[- a) = cot a 

sec (360° -["<*)= sec <* 

cosec (3 60 -(■<*) = cosec a 



sin (n. 360** -|- a) 
cos («.360® -j-a) 

tg(n.36oO + a) 

cot (n. 360® + «) 

sec (n. 360*^ -\-a) 

cosec (n. 360® -[" ^0 



= sina 
= cosa 
= tga 
= cot a 
= seca 
= cosea a 



sin* a -|- cos* a 
cosec* a — cot*a 
sec* a — tg* a -. 



: I 

I 
I 



sin a. cosec a= i 

cosa.seca= i 

tg a . cot a = I 



sin vers a = i — cos a 
cos vers a=i — sin a 



ß. Functionen durch andere Functionen. 



tga 



»in a = 1/1 — cos* a = . ■ = —7 

^ |/i+tg'a y 



y 9ec^ a— I 



I -f- cot* a 



seca 



cos a lg a I a- / 

= cos a. tg a = — — = = -— = z sin — |/ 1— 8in*ia 

cota seca seca. cot a 2" ^ 

1 1/ Ti~ 2tgi« 2 cot Ja 

= 2C0sial/i — C08*ia = — . . 1 . = — j -|-i- 

^ *^ * i4-tg*^a i+cot*|a 

21/ sec*4^ — I 21/ cosec* Aa — i . , , 

__I ^z — = __L -J = 2 sin 4 a. cos 4a 

— ' ' - cosec* |a * ^ 

2sec^a. cosec ^a 



sec*^a 



= 1 — (sin ^ a — SOS ^ a) 



J — 



tg^a + cot^^a 8ec*^a-|-cosec*^ 



y i-f-sin2a — y i —sin 2a ^ /i — cos2a «g /sec 2a — i 

2 f 2 r2sec2a 

. \l cosec 2 a 4-1 . -< / cosec 2 a — i , 1 — j — ; 

=iy — ■■ — -!- — ^i 1/ =i/i+si 

f cosec 2 a r cosec 2 a r • 



sinza — cosa 



_ y ; _ j r I -f- cos a 

= cosa — \/i—%yxi%a = l/cos*a — co8 2a ,= — ^—-. 

y y cot ^ a 
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I — COS a 
sm a = 



tgia cot^a— cota tg^a-|-cota 

I _ cos o . cot (45° + i ö) = a 8in2 (45O -f- I a) — I 

sinUs^ -j-a) — sin (^S^—a) 



I — 2 sin^ (450 — ^0) = 



K^ 



i-tgM45"-^ fl) ^ tg(45" + i^)-tg(45"-^Va) 
x+tgM45'-i«) tg(45« + 4a) + tg(45'-l«) 

sin (30<> + o) — sin (30^ — q) / 1 ^ 
-r = cos (30*' — o) — cos {so^-\-a) 

cos (60*^ — a) — cos (60® -(- a 
sin (60*^ + a) — sin (60 — a) = —-j- 

z^sin (60*^ -|-öf) — il/^3 cos a) — 2 (i|/3 . cos a — sin (60^—0) 
^ cos a — cos (60® -f" <*) ^^^ i^^^ — ®) — i cos a 

a.i — a«i 
e — C I 



zt cosec.a 2'\'«< 



. I cot a 

co8a= 1/ I — sin^ a = , / — - — ^ — = .. / . ^ — = sino.coto 
^ |Ai + tg2a ]/i+cot2a 

sin o cot a i )/ cosec^ a — i 

i^a cosec a ' tg a . cosec a cosec a 



= 1 — 2 sm 



• Ol 21 I— tg^la cot'ia— I 

i+tg2Ja cot^^a+i 



2 — sec2 i a cosec^ Ja — 2 , . . „ , 

= r-i = jp; = cos' 4 a — Bin^ \ a 

sec' ^ a cosec^^a ' * 

cot ^ a — tg ^ a |/ ' ■+" s^^ *<» + V X — sin 2 a 

cot^a + tg^a ' 2 
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COS 



^/i-\-C0B%a ^/8ccaa-|-i i -f- wn <» i — ging 

f a Y zBßcza seca-|-tga seoa — tgi 

= (co8eca — Bin a) tg a = -— 7— — i = i — sina.tg^a 

ig\a sin a a 

— I=X 2_£— = . ; — 



i-\-t^a.tg^ coseca.tg^a coseca a.sina 

I + C08 a a cosec a , > — i — : 

= — ' = = i/i-f-smaa — sma 

2 COS a % cosec 2 a r ' 

= (i+sma)tg(45»-ia) = 



= a coß (45 <> + Ja) cos (45 — ^a) = 



tg(45*^ + ifl)+ 001(4504- Ja) 
cos(a— 45®) — sinfa — 45®) 



= sin (30* '\-a)'\'WD. (30® — a) = 



cos (30® -|- a) -[- cos (30® — a) 

= oo.(6o» + a) + co.(6oO-a) = ''^<^°''+''^+'^(^'"'-°) 
siii(6o®-f"ö) — jBin« sin (60® — a)-|-j6ina 

2 (sin (60® -{-a) — ^ ana) 2 (sin (60® — a) -j- J sin a) 

= 2 (cos (6oO+a) +JI/3 . sina) = 2 (cos (60® — a) — Jl/3 . sin o) 



X.l I — X.l 



seca 



Bin a Mii ö |/i-— oos*o , 

ig a= = — , =: = = 1/ sec' a — 

^ cosa l/i— sin»a «<»« »^ 



seca 
= sma.8eca=: 



1/ cosec ^o^ cowc a 



cos a . cosec a 



3 Erster Abschnitt Goniometrie. 



^"^^ I— 2 8m*^a 2C08*|a — I i — tg^^a 

2Cot^a 2]/*6c2^a — I 2V<^<>^<^^i^ — ^ 

cöP ia — I ^ — sec^ ^ a cosec* \a — 2 

28in^a.co8-^a 2 sm-^a.cos^a 2sin^a.co8^a 

I — 2 8m^^a 2C08^^a — i cos^^a — sin'^ 

2 2tg^a 2Cot|a 



cot-^a — tg^a 2 — sec^^a cosec* ^a — 2 

|/i-|-8in2a — |/i 



— CO8 2 a 



y i-f-sinza — y 1 — am 2a ^U 

1/ 1 -[- sin 2 a -\- l/^i — sin 2 a r i -(- cos 2 a 

ytg^2a+i — i .r-^. -5— ^ ^/8ec2a— I 

irr:;: = 1/ 1 + cot ' »» — cot 2 a = 1/ — _ 

*«*« ^ ^ r8ec2a+i 

|/ cosec* 2 a -[- I — V^osec^ 2 a — i 8in 2 a 



l/^cosec^ 2 a -f- 1 + l/cosec^ 2a— i 1+ cos 2a 

I — cos 2a ^/ tg 2 a.cosec 2 a — i , 

= — ; = 1/ -5 = cot a — 2 cot 2 a 

am 2 a f tg 2 a. cosec %a-\-\ 

2tg-^a.8eca |/ 1 -f" sin ^ g — cos o cosa — yi — sin 2 a 



i+tg^^o |/^i-|-8in2a — sina sina-j-V/^i — Bin2a 
*g(45" + i<») — tg(450—^o)_ sin^g.cos^a 



a cos(45® + ia)co8(45»— ^) 

__ sin (30<> + <») — BJP (30^ -- o ) __ cos {^o^ — o) — cos (30^» + a) 

C08(30<> + o) + cos(3o0— a)"" sin (30® — a) + sin(30<>-f «) 

cos (6o<> — o) — cos (60O 4- o) sin(6o<> + a)— 8in(6oC — a) 



sin (60° — a)*4- sin (60® + o) cos (60O + a)+cos(6o® — o) 

8z. I 
e — I I 



cot a = 



|/ 1 — sjqS u __ cosa I 



sina "j/^i— cos*a tga 1/ sec^ a — i 
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cota= 1/cosec* 



cos a cosec a i 

= cos a. cosec a =— — = =■- 

sin a sec a sin a . sec a 






cot^a — tg^A sin 2 a 



2 



I — cos 2 O 



= |/ 



I -f- cos 2 a i-^-coBza 

sin 2 a 



I — cos 2 a 



86ca = 



cos 



Ba K ^» j/i— sin^a 

tga 



|/T-f-cot*a 
cot a 



cosec a 



l/cosec'a — i sin a cot a 

i+tg^a 

-j- =i+tga.tg|a 



cosec a , i 

= tga. cosec a=-r 



sin a . cot a 



I — tg'a 



coseca 



sina »^ • yi — cos'a f tga 



seca 



cot a sec a 
= = = cot a. sec a = 



|/8ec*a— I cosa tga 



cos a . tg a 



sin 2 a = 2 sm a . cos a 



itga 



i+tg^a 



cos 2 a = cos^ a — sin^ a = i — 2 sin' a = 2 cos* a — i = 



__ atga 



I — tg'a 



i+tg'a 



tg2a = 



cot2a = 



sec2a = 



cosee 2a 



I — tg'a 

cot* a — I 
2Cota 

sec* a 
I— tg*a 

cosec* a 
2 ceta 



cot a — tg a 

cot a — tg a 

2 

cosec* a 



cot* a — I 



sec-'a 



itga 
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sin^a 



-i- 



cosa 



= i l/^ i+sina —\ ]/ I— ßi 



Bina 



cos|a== j/ ^+^^^'^ =^]/ i+sina -\-\ |/"i-8iiia 



tg^o 



-1/ 



I — cos a 



sina 



I — cos a 



sin^ a 



I -|- cos a I -f- cos a 
I — cos* a 



sin a sina (i -^ cosa) 



sina (i-|- cosa) 



= cosec a 



cota 



cot^a 



=1/ 



1 -|- cos a I -[- cos a 



sina 



sma 



1 — cosa 



j — cosa 

sina. sin 6=^cos(a — 6) — ^cos(a-f-&) 
cosa.cos& = ^coi(a — 6)-|-^cos(a-f-ft) 
sin a . cos 6 = ^ sin (a -(- h) -|- ^ sin (a — 6) 
co8a.8in& = -^8in(a-4-&) — •^8in(a — 6) 



= cosec a-|- cota 



sinnn. 

cos 2 nir : 

tgmz: 

cotnir: 

860211 IT: 

cosec n ir ■ 



■o 
o 

QO 
+ 1 



sin(2n-f^)7: = -fi 

C08(2n-|-l)7C = — I 
tg(2»i^)lt = Q0 

cot(2n + ^)ir = o 

8ec(2n4~^)'^ = "" ' 
cosec (2 » 4" i) ^ = 4* ^ 



sin (2 n — J) IT : 

C08(2n + ^)7t: 

8ec(2n4:^)it: 
cosec (2 n — i)it: 



; — I 
o 
00 
— I 



I — cos a= 2 sin* \ a 



I -|- cos a = 2 008* ^ a 



Y» Die Summe oder Differenz verschiedener 
Functionen desselben Bogens oder ihrer 

Quadrate. 



sin a-(-co8a= 



cosa — sma: 



tga-|-cota = 



8in(45®-|-a)|/a 
l/i-[-sin2a 
8in(450 — a)lA 
y/^i — sin 2 a 

2 



Bin 2 a 



cot a — tg a = 

•tga4-8eca= 

I + sin a 

co8a 



tg2a 

cot(450~^a) 

I 

sec a — tg a 

cos a 
I — sin a 
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sec a-\-tga 



seco- tgo = tg(45Ö — ^o) 

I — sin a _ I 

cosa 

coßa 

I -(- sin a 

cot a -j- cosec a = cot ^ a 
I , I 4" C08 a 



cosec a — cota 



sina 
I — cos a 



sina 



cosec a — cota=tg^a= 



cosa 



cosec a-[- cota 
sina 



sina 



I -|- cos a 



sec a — cos a • 



sin^ a 



cosa 

cpu^ a 

cosec a — sm a = — — 

sina 

cos' a-f- sin' a= i 
cos' a — sin' a = cos z a 
sec' o -(- cosec' a = (tg o -f- cot a)' 
cosec' a — sec ' a =4C0t2a . cosecaa 
cot ^ a — cot a = cosec a 
tg^a-\- cot a= cosec a 



8. Der Bogen von 30®, 45® und 60® mit einem 
anderen zusamn^engesetzt. 



sin (30* i rt) = cos (60® -f- a) 

= I cos a j^il/s • sin a 
«n(45ö ± a) = co8(450 4: a) 



=4(cosa±sina)"j/"z= l/l±^ 



sin 2a 



tg(45®±«) = cot(450 + a) 

i+tga cosa+sina 



= J 1/ i-f-cosa — \ 1/ 1 — cosa 



= ^ 1/ i-f-cosa -|- ^ l/i — cosa 



i+tga 

I + sin la 
cos 2 a 



cosa -|- sina 
= sec 2 a + tg 2 a 



cos 2 a ^ /i + sin2a 

--I4:sin2a"^ r iq:ßiii2a 

sin(45«~:)=|/i 



— sina 



tg 



— sina 



{"'-Th.vm 



cosa 



-f-sina 



I — sina 



I -|- sin a cos a 

cotf4S»--)='l/-i±^" 
\ */ f 1 — Sina 

I -f- sin a cos a 



cosa 



I — sina 



I 
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tg(45^ + «) + tg(45^-«) 

= 2 sec z a 

tg ^45 ® + a) — tg(45 ^—a}=2tffia 
= cot(45^ — a) — cot(45°-|-o) 
sec (45 <> + a) + sec (45 — a) 

=2l/i . cos a. cosec 2 a 

sec (45 ® + a) — sec (45 ^ — a) 

=2 1/2 . sin a. sec 2 a 



8in(45« + o) sin (45® — a) = 



sin (45^ + a) 
tg (450-0)" 



cos 2a 



I -|- sin 2 a 


I — sin 2 a 


_/ i+tga 



sin(4504-a) __ i + coto 
sin a V/i 

8in(45®+.a) ^+<^g<» 



cos a l/'a 

sin (45 — ö) cota— I 



sma 



K' 



sin (45O — a) __ I — tgo 
cos o l/^x 

8in(450 + Q) + ^^'^(45^ — g) 
8in(450 + a) — sin(450 — a) 

= cota 
sin (60® + a) = cos (30° If a) 

^=11/3 ^^ a i ^ sin a 



e. FunctioDen der Summe und Differenz 
zweier Bögen nebst ihren Verbindungen. 



Sin (a-\-o) = sin a. cos o -f- cos a . sm 6 = — ^ — 

— — .seca.seco 

I r -r • • r cota.cot6+i 

cos (a^o) = cos a. cos + sm a. sin = ^— r- 

' coseca.coseco 

I , tga + tg6 cot6 + cota co82ft — cosaa 

— il^tga.tg6 cota.cot&ipi sin 2 a I|I sin 2 6 

_]_,. cota.cotftlfi iZptga.tgft cos 2 6 -f" ^^^ ^ ^ 

^ -^ cotft + coto tga + tg6 8in2a+sin26 

sectt.seci ^ i_,. coseca. cosecft 



sec 



(„ + 6)==^ 



; cosec(ax&)= 



i^tga.tgb 

sin (a -|- 6) -[- sin (a — &) = 2 sin a. cos 6 
sin (a-j- ft) — sin (a — 6) = 2 sin 6. cos a 



cot 6 + cot a 
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C08(a -j- ft) + cos(a — 6) = z cosa. cos b 

cos(a — b) — oo8(a -§- 6) = 2 sin a. sin & 

sin (a -|- 6) sin (a — &) = sin2 a — sin^ & = ^(cos26 — cosxa) 

cos (a + b) cos (a — &) = cos^ a — sin^ 6 = ^ (cos 26 — cos 2 a) 

sin(a4: b) C08(a f 6) = sin o. cos a+ sin 6. cos 6 — •((sin2a + sin2&) 

sin (a + b) coB(a + 6) = (cos^ b — sin* &) sin a. cos a 

+ (cos* — sin* a) sin 6 . cbs 6 = J sin 2 (a + 6) 



tgö+ tg(a±b)= 



sin (2 a + 6) 



tga— tg(a-{-b} = 



tga— tg(a — 6)= 



coBa.cos(a+&) 
— sin 6 



co8a.cos(a-|-&) 
sin 6 



coto-j- tg(a-{-b)= 



cota — tg(a + 6) = 



co8a.co8(a— 6) 

COS& 

sina. 008(0+6) 
COS (2 a + 6) 



cot a -[- cot (a + 6) = 



sina.C08(a+6) 
8in(2a+&) 



cota — cot{a-\-b)= 



cota — cot(a — b)= 



8ina.sin(a+6) 

sin 6 
»ma.an{a-\-b) 

— sini 



sin a. sin (a — h) 



tg«a+6)+tgi(«-^= 



2 sina 



teHa+b)-tgi{a-b)=- 



coäa-|-cos6 
2sin& 



cosa-|-cos6 



cotJ(a4-6)-|-cotJ{a-5)= 



2sma 



cosi — cosa 



cot J(a-|-6) -cotJ{o~&)=— p- 



C036 — cosa 



cot^a+6)+tgi(a-6)=-T 



2 cosa 



coti(a+6)-^tg4(a-6)=-. 



sina-f-sinft 
2 cos 6 



sina4-8in& 



cotKa-6j+tgi(a+6fe-T 



2 cosa 



sina — sin& 
coti(a-6)-tgi{a+6)=^-?^^^ 



, . , . a-^-b a—b 

sin a -f- sin & = 2 sin — ■ — . cos — 



a — b €i-\-b 
sin a — sin 5 = 2 sin . cos — - 



. , a4-6 a — 6 

cosa 4- coso = 2 cos — — .cos ' 

2 2 
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b-\-a h-^a 
cosa — cos6 = 2sin — ' — .sin 



*g a+tg& = 



tg o — tg 6 = 



8in(a-|-6) 
cosa. cos & 

sin (a — 6) 
cosa. cos 6 



. , ,, 8in(a+6) 

cota + cot h = -r-^^ — 't— r^ 

sin a. sin 6 



cota — cot 6 = 



sin (a — h) 
sin a . sin 6 



sma = 

. ür)-h a—b , . a—h a-|-& 

sm ^os — — -hBin .cos 

2 . z ' a 2 



cosa = 

o-f-ft a~h . a-f& . a—h 
cos . cos sin . sin — 

2 2 2 2 



sina-;|-8in6 tg^ (a-f-6) 
^tgi(a-6) 



sin a — sin ^ 

sin a Hh sin 6 
cos h — cos a 

sina — sin& 
sin a -|- sin 6 



= «ot 



a+& 



tg 



a 



—6 



tg 



ar\-h 



sin a -f- cos h = 

asin f^ +45 j cos \^ +45 <> J 

sin a — cos h = 

»cos(?=-V4S»)Bin (^-45») 

cosa-|-sin6 = 

/^«— 2» , A . /a+6 ,\ 
2C08I |-4S" jsin f — ' 45 J 

cos a — sin 6 3= 
-.»in(?=-V45°)sin(^'-45'') 



cosa — cos 6 h-\-a 

. , . . = tg-2— 

sm 6 j;;; sin a 2 

8in(a-|-6) cos^(a-|-6) 

cos ^ (a — b) 

Bin ^(a + b) 
sin ^ (a — b) 

tgg + tg^ 
tga — tgft 

sin (a dt 6) 
cosa. cos 5 



sin a -j- sin 6 

sin(a-f-&) 
sin a — sin ft 

8in(a-[-6) 
sin (a — 6) 



tga±tg6 = 



tga±cot6 = + ^.^^(^ + ft) 

sin o . cos a 



sin a + sin 6 
cos a -j- cos 6 



cos b -\- cos a 
cos b — cos a 



= tg 



a±b 



cot 



2 
a+6 



tg! 



i-b 



cos a + cos 6 a+6 

—: ' . - =COt-=- 

sin a -f- sin o 2 
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cos b — cos a 
cos h -\- cos a 



tg 



a 



—h 



cot 



o-f-& 



ein (o — h) 8in^(o— 6) 

sm^(a-f-6) 

co8-^(a — h) 
cos ^ (a + 6) 

cot a — tg 6 



sin a^- sin & 

sin (»•— h) 
sin a — sin 6 ~ 

cos(a-|-6) 

cos {a — 5) cota + tgJ 

. , , . sin (a 4- 6) 

cot 6 4- cot a = — . — - 
— sma.sino 

i.j._i.A cos(a^6) 

cot + tg a = — ;— ^^ — - — — 

sin 6 . cos a 

sina-{-cos& 

sin a — cos 6 

tg(^V45-)cot(^45») 

i+cos6 y«+^ o^ 

a — Bino \ z ) 



cosa-|-sin 

sin a -f" ^08 ^ 
cos 

sin a — cos h 
cos a -f- sin 5 

sin a — cos h 
cos a — sin 6 

cos o -(- sin 6 
cos a — sin 6 



: — coti 



2 

(<3k 6 



\ * 



-oot(^4S»)cot(^-4S<') 



1+ tga: 



tga= 



sin (45 ^+«) 
cos 45^. cos a 

sin (45 ^ — a) 
cos 45^. cos a 



, . 8in(45®+a) 

i4-coto= . '^^ .' — ^ 
8in45''.8ma 

sin (a — 45«) 



I — cota= 



sin 45^. sin a 



1+ tga.tgft = 



cos (a -|- 6) 
co8a.cos& 



_j_ A AI , sm(a + 6) 

1+ tga.coto = H , ^ 

cos 6 . sin a 

Ix ^, , cos(a^pA) 
I 4-cotarCoto= ^1-:^ — ^ — \-^ 

sin a . sin 



I + cot a. tg 6 = 



* sin (a Hh 6) 



sin a . cos h 



sin (a -|- ^) -|- sin (a — 6) 

* cos(a4"*) + *^oä(* — ^) 

cos (a — 6) — cos {a -\- 6) 
sin (a -|- ^ j — sin (a — 6) 



tga.cot&= 



sin(o+6)-|-8in (o •— Ä) 



sin (a+ 6) — sin (a — 6) 



tga-|-CQt6 tga — cot6 

cota-|-tg& cota — tgft 



cos (a — 6) 4- cos (a + 6) 

tg a -{- tg 6 tg a — tg 6 

cota+co*^ ^^^ — ^otftl 
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Cota.COt^: 



C08 (o — 6)~[-co8(q-|-6) 



coß (o — 6)'— cos{a-|-5) 
I cota-{-cot& cota — cot 6 



tga + tgft 



tga — tg6 



8in(a4-6) — Biii(a — 6) 
cota.tgo= — ^^ — ^— ^^^ ^^ 



sin (a-f-&) "h *"^ (* — ^) 
cota — igh 



cota + tg6 

tga -j- cot6 



tga — > cot6 



tg a + tg & cot &"T cot a 



tga_|_tg,6 



cot 6^cot a 
sin (a + b) 



sin 



tgaHrtgft 
cot6H~cpta 

tgaHrtgft 
cot5-[~cota 

tgo + tgfe 
cotfc-f" tg a 

tgg+tgft 
cota+ tg h 

tga + tgb 



in (a ^ jj 
C08(a — h) — C08(a-|-Ä) 



ooß(a— 6)-t-cos(a-|-i) 

tga.tgft 

8in(a+6) 
-^-^-5T-tga.tg6 
sin (a _|_ o) 

sin (g I 6) 
cos (a X 6) 

sin (a'Tb) ^ 
^ =^.tga 



.tg6 



cos 



{«+6) 



cotfc+tga 

tgg + tgft 
cota-[~ tg 6 

cotftxcotg 
tgg + tg6 



= tg6.tg{a + 6) 

= tga.tg(aljl6) 

cos(a — b) + C08(a-|-6) 
cos(o — b) — cos(a-|-6) 

: cota. cot & 



cotJ+cota ' sin (a + b) 
cos (a X b) 



Qoib-{- tga 

cot5+cotg 
cota+ tg 6 

cot6-|-cota 
tgo + tg6 

cot64-cotg 



.cota 



8in(g+&) ■ 
^ — '.cot 6 



cos 



(gipft) 



8in(a+6) . ^- 

-;— 7 r-rt COta . COtO 

sin (a -f" b) 



coti+tga = ***''-*»(''T*) 



cot5-[-cota 
cota+ tg b 



^ = cot6.tg(a-[-6) 



cot5+ tg a cotajl tg b 



cot6 I tg a cota_|_ tg b 
c os (a -f- b) 



C08(a- 



6) 



cot& j l tg a 
tga + tg6 



cos(a+6) ^^^^ 
sin (a + &) 



cotfei tg a cos (a-\-b) 



cott+cotg sin (a + &) 



tga 



cotfex tg o 
cotaj^tgft 

cot&~r tg a 
cota-U tg b 

cotfe I tg a 



sin(a+6) -|- 8in(a— 6) 



sin(a4-6) — sin(a — b) 

tg a . cot b 

cos(a-4-6) , 

: J— J— (tga.cotfc 

cos (a jh o) 



^-^ = cot 6. cot (a -1-6) 



cotÄx tg a 



CO 



t6-^ 



cota 



= tg a . cot (a -|- 6) 
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I 

cotg"r igb 

tga+tgb' 

cotai igb 
<ioib-\-coia 

cotaJltg6 
cot 6+ tg a 



cos (aA-b) , 
-^-f^TTM cot a 
Bin (g "T 0) 

sin (a ^r 0) 



tg(a+6) tg(a— 6)= — = r-rr 

C0S2& — C0S2a 



cotoHhtg& 
tgaqZtgft 

cotajr tg6 



8in(a-{-&) — 8in(a — 6) 
Bm(a-f-6)-|- ßm(a — b) 

= cota.tg6 

= cot a - cot (a Ifl 6) 



— " = tg 6. cot (a-j- 6) 



cota 



C0t6_L.< 

cota-J-tg6__cos(a+^ 
cot 6+ tga cos (a-|- 6) 



cota.tg& 



■ 5 . «, sin(a+6)8iii 
tg2a— tgH = — \'' _ 



— 'p* 

cos 2 O 4- coli 2 g 

iii(a — b) 



cos^a.cos'ft 

- sin(flH-6)sm(a — b) 
cot26— cot2a=:— ^^^' — ^^ ^ 



sin' a. sin' 6 
cos(a-j~^) cos (g — b) 



cot'a--tg'&= . « ,, 

** sin'a.cos^o 

cos' a. cos' 6 — sin' a.sin' b 

= cos (a -|- b) cos (a — b) 

tg'a — tg'6 ^^ o X 2 I. 



1)* der Halbmesser des Kreises ist = i, der ganze Umfang 
desselben oder ein Bogen von 360^ = a ir, dfer .halbe Thnfang = tt 

u. s.. f.. gesetzt. 

')♦ e ist die Basis der natürlichen Logarithmen = 2,71828...; 



i = 1/ — I. 

3\* 



)* n bedeutet eine beliebige, positive, ganze Zahl. 



Tafel I. b. Ausdrücke für deu Kreisbogen. 



Are (sin = s) = Are (cos = |Ai — xä) = Are Mg = — F=== j 



= Arc(cot= ^\ "') = Are (sec=p^==:) 



=Arcrco8ec=— j = 2Arc(8in=|/^| — i|/ i^oc' 
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Are (8in=a;) =^Arcf 8in=r2 xY/^i — x^ ) }=2Arcf tg= j 

= ^ Are ( tg= 2 — j = Are [ sin vers = (i — l/^i — x^ ) j 



= Are (eos vers = (i — x)j 



Are (cos =a;) = Are (sin = l/"i — x^) = Aref ig = i- j 

= Arc(eot= ^-l_^) = Are(see = ^) 

= Are (^cosec :p=p) = * Are (cos = |/^) 

== :J Are (cos= (a x« — i)) = 2 Arc^tg = I/lEZj 

tg= ?- ) = Arcfsm vers = (i — x)) 

2X^ — I / ^ ^ 

= Are ( cos vers = (i — l/^i — xA j 



Ärc(tg===:a;) = Arc(sm=---pi=====: )==Aref cos== ^ } 

=== Are r cot == — j = Are ( sec = |/i4^1c2" j 

= Aref cosec= 1 j=2Aref tg= — ^^^-^^ — ^^ — l 

= lArc(tg= ^,) = » Are (cot= _^_^^-p-,) 



Tafel I. b. Anadrileke Ar dan Kreiabogen. 19 



= i Are (cos = i^-l^) = Are [ein vera = (=^±=^±^)] 



= Are I cos vers = I ■—y===z — ) 1 

L \ yi + a;« yj 



Arc(cot=x)= Arcf 8in= — . ) = Are ( cos= —7==== ) 

= Arcf tg = — ) = Arc( sec =-^- — -- — ) = Arcf cogec=l/ i-j-ac' 

= 2Arcf cot ==(a; 4-1/1+ «^))+iArcf cot = J 

■=.Are(tg = ^^^^_^^j =iAre(tg=^) 
= Are l^smyers^ {- y^Zf^ )\ 

r /^ü+Ei+ÜM 

= Are I cos vers = I — , . . ^ — J I 



Arc(sec=x) = Are ( sin := -i- J = Are ( cos = — j 

= Are (ig=y^^ = Are (J,t = :p^=) 

= Are (eo«e= y^=) = a Are (tg = yi^) 

= iArc(^tg=_L___j = Arc(^amvew==(-^)J 

A /" ,«— l/a;2 — i.\ 
= Aro 1 cos vers = ( ' — : J j 



2* 



20 Erster AbscbniU. Goniometrie. 



Arc(oo8ec=a;)=Ärc ( 8in= — j = Arc( cos= J- j 

= Are(t8=: A_-) =A»e(cot=|/ «» -ij 

== Are ( cos vers = i 



Are (am Yers = «) = Are (sin = l/aoc — x^) = Are (cos = (x — «)) 

/ 1/a«— «*\ / I — a; \ 

= Are { te=-?- I = Arci cot =--7= .- J 

V i—xj \ j/o^ojV 

= Are I 860 = 1= Are f co8©e= , > ^ = 1 

\ I—Xj \ 1/2»— OB*/ 

= 2 Aref sin vers = "^ i^ j = Are [ eos vers = (i — "j/ios — x^j j 



Are (co8 Ter8=sp) = Are (sin = (i — «))= Are (cos = X/ix — x^ 

= Are (sin vers = (1 — 1/ zx — x^fj 
= ^ + 2Are(8m=j/^) 



Are (8m = «)+Arc^==y)s==Ajo[ sin ==(a6]/7^y2 +yV^' ■"*')) 
Aro(8in=aj)+Are(co§==y)=Arcrsin = («y+ ]/(i— ««) (i— y«) M 



TalU 1. b. Amdiücke filr den Krolibogon. 21 



Are (cos =«)-}- Are (cos = y) = Are l cos=(a5y+l/(x — »*K'—y')) J 
Are (cos = xf^Aic (sin == y) r= Are f Biit==(+xy+|/(rI^^jB5)(F^^^) J 



+ 



Are(lg=«)+ Arc(tg = y) = Arcrtg= ^xL ) 
Are (cot = a?) + Are (cot =y) = Are { cot = ^T — - J 

— V y+« / 

Are (tg = ») + Are (cotc=y)= Are f tg=--^-= j 

Arc(cot = a;)+ Are (tg = y) = Are T ig = ^ = y ^J 



\6 ; ^ 3 5 7 9 ^ 

Are (tg= j) + Arc(tg= 1) + Arc(tg= 1) = J 

Are (tg= I) + Arc(tg= i-) + Arc(tg- i) + Arc(tg= |) = ^ 

A,c(tg=l) + .A,c(tg=|) = J 
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Erster Abschnitt. Ooiiiometri.& 



4Arc(tg=|)-Arc(tg=^) = J 



Machin's Beibe 



4 Are (tg= i.) - Arc(tg= ±^ + Arc(tg= -i) = J 



Tafel IL a. Trigonometrische Fimcüoiieii. 



Gegeben 



Gesucht 



"Winlrel 


sin 


cos 


tg 


cot 


IS* 


V3-1 


^3 + 1 


»-I/3 


»+1/3 


i8» 


4 


ij/5 + V5 


|/-iKs 


f/s + ^l/s 


2»»i 


iy^-v- 


iy^+T/^ 


1/a-x 


1 + 1/2 


30* 


i 


Wi 


l/i 


Ka 


36» 


i|/^ v^ 


l/s + x 

4 


y5-.i/5 


yi+«K5 


45» 


V\ 


V* 


I 


I 


540 


Ks + x 

4 


+f V' 


y'+«K5 


ys-.ys 


6o» 


iVs 


\ 


1/3 


i/i 


67H 


hy^+Y^ 


iy—V' 


i+i/» 


lA-i 


7»» 


^f+V^ 


4 


y5+»Ys 


V-IK5 


75" 


1/3+1 


1/3-1 


»+1/3 


*-l/3 



]/2 = i,4i42i...||/"3 = i,73ao5...|]/5 ===2,23607... |]/6 = 2,44949.. 





Tafel n. 1 


>. OyclometriEcbe Functionen. 


23 


Tafel II 


. b. Cyclometrlsche Functionen. 


Gregeben 
Arcus 


Gesucht 
Winkel 


Gegeben 
Arcus 


Gesucht 
Winkel 


Gegeben 
Arcus 


Gesucht 
Winkel 


sin o 


qO 


cos — 4|/2 


45« 


tg_QO 


90O 


sin — ^ 


30» 


cos — j 


60O 


cot= 00 


c«» 


sin — J|/2 


45« 


cos 


90O 


cot = 1/3 


30O 


sin — 1]/3 


60» 
90« 


tg = o 


qO 


oot = i 


45« 


sin I 


tg = iV3 


30<> < 


30t-J|/3 


60O 


cos = o 


o« 


tg — I 


45« 


cot — 


90O 


<^=iY3 


30® 


tg-|/*3 


60O 






Tafel III 

drücke 


. Uuiformnng algebraischer Ans- 
znr logarithmischen Bearbeitung. 

* 


Geg 


eben HiUfswinkel Formeln 


X — a-\-h = 


-»(?+■) 


tg2<p=|d. i. 

tg?-Vl 


ic — — V— ; oder 
cos' cp ' 

a 

ac= . > 
sin*^ 


X — a — 6 = 


-"(-^) 


008*0 = — d. l. 

^ a 

cos 9 = Ir - 


X — a.sin'(p; oder 
a5 — Ä.tg^^ 


x=ya^+h' 


'=-i/-+i>' 


^f-a 


X = . oder 

cos 9' 

h 

»=-7 — 

sin^ 


»— j/a^-ft! 


^=«-(/i- 


62 


sin 


6 


X — a.cos 

X 


9; oder 
=6. cot 9 
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Gegeben 



Hülfswinkel 



Formeln 



x=€ib-]-cd 



-'(■+; 










a-f-6 

a — b 



' a 

h 
I 

a 



aj= 1/(6-1-^) 2 — 46c.cos2— 



2^ 
2 



. _-- i/ (6 — c)2-|-45c.8i 
= (6+0)1/.+!^ 



^ 



sin^ ^ 

2 



<=)■ 



a;=a.coBii+5.Binil 



008 c . eos ^ = sin c . cot 6 

— sinil.cot^ oder 
coiB . . , . 



C08C 



2) cot <P, = 1/^ 



1) tgs<p = - d.i. 

2) tgcp = ^ 

3) cos o = — 
' ^ a 



46c.cos2~ 

COS^ Cp = -;^-j — r-^- 

iT/6c.cos 



d. i. 



lÄ 



cos 9 = 



6+c 



tg2(p = 

d. i. 
tg9 = 



4 Jc.sin^— 



_/.^2 



(6-c) 



2l/~6c.sin 



2 



a=j7.8m 9 

(=^.C08Cp 

tg9 = j- 

a 

!>=-; — ; oder 
Bin 9 ' 

P = 



ah 



ah 



X 



co8^9 sin^^i 



x = 



cos z 9 
a; = cot^ ^ 9 



a: = (6 -|- c) sin 9 



a; 



6— c 
cos 9 



C06(p 



sinc _ _ 

== -;:rr:;cot o = cot ö . tg c 
cosc '* 



cot ^ cos cp 

= cot ©=-;— i 

cos c ^ am 9 



a;= p. sin 9. cos ^ 
. + ^.cos<p.8in-4; 

^A^^r^ ö^Mn(5p±^) 

oder 05= ;-^ •• 

sincp 

6.8in(cp+^) 



oder X = 



C0B9 



coscp.sin JL 

-[-sin ^.cosil 

=:cot&.tg c.sin 9 
d. i. sin (A -f- 9) 

= cot 6 . tg c . sin 9 



Tafel ni. Umformimfir algebraischer Ansdrücke enr logarttbm. Bearbeitung. 25 



Gegeben 



Hülfswinkel 



Formeln 



cos& = cosa.co8e 
-j- sin a . dn c . cos j5 
oder 



C08& 






cosa 



cos c 



|cosa,co8(7= 8ina.cot & 
— sinC cot^ 
oder 
cot 6 . 



OOS B= — cos Ä.CQ8C 

-|- sin il . sin C cos & 

oder 

cos^ . 

= — cos J. 



+ 



sina.sine.cos^ 



cosc 



cos (7 



sin a — cos a 



=tgC.ootB 



cos C 

ojLA.BmC.coah 



cos O 



a.eünX'^h.coBX' 

oder 

fAnxA — co8a; = 
a 



c 
a 



X 



= ah — cd 



==: a5 [ I — 
= — edli- — 





sine.cos^ 



cosc 



sin<p 



cos 9 



cot 6 coso 

— =cot<p = -;— i 

cos (7 ^ sin 9 



sin C cos 6 



cosC 



==tg<p 

sin 9 

cosy 



tg9 = 



h sintp 

a cos 9 



wenna6>cc2 



cd 
wenn a6< c3 



cos^i 




cos 6 



cosc 



, . sin® 
= cos a + sm a — - 

coscp 



cos 9 



COS& 



= cosa. cos 9 



cosc 
-|- sin a . sin 9 = cos (a -|- 9) 



cos 9 



sina 



sin 9 
sin(a — 9) : 



cosa 

= tgC.cotB 
:tgCcotB.8in9l 



cos£ 



cos C 



s= — cos Ä 



cos 9 

cosJ3 . 

cos o >j= — ' cosAxos cp 

^ cos (7 

-|-sinJ..sin9 = — cos (Ä--\- 9)! 



, sm9 c 

sin X H — CO« X = — 

' cos 9 a 

sin 05 . cos 9 + BÜi 9 • cos 05 

e . cos 91 



sin (sc -|- 9) = 



C.C0S9 



X = cd.tg^ 9 = a6.Bin^ 9 



x = — oft.tg^ 9i 

= — ed.tdn^ 9^ 
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EBENE 


■ 

IL Abschnitt. 

TRIGONOMETRIE. 


Tafel IV. Das rechtwinkelige Dreieck. 


Gleichungen. 


1 

• A * 

sinX — — 
c 


>ocler' 


c . sin 4 — a 

A 


COSil — 

c 


c . cos 4 — h 


y\ 


i,A-t 


b 
h.tgÄ — a 


V cot 4 — 
a 




a . cot A = b ( 
= c2 


7 a B 


Gegeben 


Gesucht 


Formeln 


c, a 


A 


• A ® 

sin -4. — — 
c 




B 


B==9oO— 4 

a 
cos JB — 
c 

Sin — — sin 1 450 — 
cos — = cos 1 45" 





Tafd IV. Das reehtwinkellge Draleek. 
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Gegeben 


Gesucht 


Formeln 


c, a 


h 




6=1/ c' — a^ oder 

b c.sin 9, für cos 9 — 


h 




al/c^ — a« 

A = — 

c 


a,b 


A 


tg^-l 


B 


2? — 90O — J 


c 




cs=l/a'-|-^^ oder 

a 6 


h 


J, "* 


ya + 6» , 


c, Ä 
oder B 


a 


a c.sin il c.cosB 


b 


b — c.sinB c.cosil 


h 


^ c . sin 2 jB e . sin 2 il 
2 2 


a, A 
oder j5 


e 


a a 


8in ^ cos B 


b 


b — a.cot J. — a.tgB 


h 


h = a,GOBA — a.sin^ 
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Gegeben 

c, c-j-a 
oder c — a 



Gesuolit 



oder e — a 
e-f-a, c — a 



h 
B 



c, a-\-h 
loder a — h 



Ä, B 



A oder B, 

a-f-6 
oder a — h 



Ä oder B, 
bder c — a 



Formeln 






*«^T = <««-4) = ^ = 



c-|-« 



6=j/(c + a)(c — a) 



^|=*(«.-4)_l^ 



Bin(^ — 45<»)=8m(45^ — B) 



a — h 



C 1/2 






8in{ii — 450)=co8(45« — B) = 



a+b 



oW% 






a — 6 



a— 6 



fin(A — 450)|A 
a + ft 



cos (il — 45 0) ]/2 cos (45 » — J?) j/j 



»n(45<» — J?)]/"2 
ä + h 

>X1 / 



c — a 



c — a 



ism^ — 



c-|-a 



isin* {45"- 



4) 



2 008' 



2 COS' 



(«•-4) 



TaÜBl IV. Dms rechtwInUUge Dreieck. 
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Gegeben 


Gesucht 


Formeln 


A oderB, 
oder e — a 


h 


_ e — a c — a e-\-a 




cot (45" -4) 


6, A — B 


a 
e 

A 
B 


6«n(4S«H-:^^ 

h 


^-«•+^7* 


0+5,« — h 


A, B 
a 
h 


tg(4-4S»)=tg(4S»— B)=^ip| 

* 

0+6 , a — & 

a = — ! 

j, a-|-6 a — 6 

2 2 


A, 


a 
b 
c 


(a + 5 -f- c) sin J Jl 
j^ (a-|-6 + c)cosil 


2 C08 ^ii. eo8 (45 — ^il) 1/2 
^_ a + i + e 


I + sin A + cos .A 



80 


Zweiter Abaclmitt. Ebene Trigonometrie. 


Tafel V. a. J)as gleichschenkelige Dreieck. 


Gegeben 


Gesucht 


Formeln 


a, h 


A 


. A a . 

sin — —^ ' A 

2 20 /\\ 


B 


cosB= " / l V 

zh / ^ \ 


Ä. 




* l/r »* n ^-' ^ \ n 


W ^ J -L* ^^ If 

^4^ a 


a,B 

oder A 


b 


^ a a 


zcosB 2 sin 4^ .ä. 


A 


A—iBo^ zB 


B 


5 — 900 — ^^ 


h 


h = ^ct,tgB — ^a.cot^A 
Aj -.^a.BmB^a.coa^A 


6, A 
oder B 


a 


a — zb.Bin^A zb.eoB B 


B 


B= 00^ ^ 
2 


k 


A=:6.cos^^ &.8inJ? 
Aj=6.8in.^ &.8m2j5 




A- 


-4=i8oO — 2B 



Tafel V. b. Das gleiehs«dtige Dreiaek. 



3t 



Tafel V. b. Das gleichseitige Dreieck. 



Gegeben 



a 
J 



h 
J 



Gesacht 



a 



Formeln 



Ä = ^ 01/3 = 0,86605. . .a 



= '^jVz 



« = |A^3 = 




a 



Tafel VI. Das schiefwinkelige Dreieck. 



Gleichungen. 



- 



a.8m^ = &.sinii| 
a.sin (7= c. sin -4 / 
6 . sin C = 0. sin 5 j 



Die Sinus -Regel. 
C 



oder 



a 



sin^ 
sin^ 

sin^ 



a 

c sin (7 



c 



sinB 
sin C 




d8 



Zweiter Abacbnitt. Ebene Trigonometrie. 



Gleichungen. 



tgB = 



&.8in^ 



Die Tangens - Begel. 
&.8inC7 



c — b . cos Ä a — b , cos C 



; tgA = 



a.sin B 



; tgC = 



c — a . cos B 
c.sinj? 



b — a . cos C 



b — c . cos A a — c . cos B ' 



Die Cosinus -Begel. 



cos^ 



_ . ^ * • 

zae * 



cos (7= 



_o2^fc2_c2 



2 a6 



cos A = 



52 _|_ c2 -^ a2 

= — J—,^ . oder 5^ = a' 4- c^ — 2 ac. cos^; 

26c ' ' 

oder o* = 6^ -j- c^ — 2 6c. cos ^ ; oder c^ = a^-\-b^ — 2 a& . cos 



b+e_ 
b — c"^ 



tg 



Die umgeformte Tangens - Regel. 

B+C Ä+C 

2 o-f-c ^ 2 a-(~^ 



tg 



^+^ 



tg 



B — O ' o— c 



tg 



^ — O » «—6 



^-5 



tg 



Die Mollweide'schen Gleichungen. 



a.cos = (o-j-c)co8 = — 



. B-^C ,, , . B+C 
a.sin =(6 — cjsin — *- 



k oder 



) 



a. COS = (6 4- c) Bin — 

2 '2 

a.sin ^\P — c) 008 — 



I 



oder 



TMU VI. IHs BohJÄfvriBkottge Dr«toofc. 



S« 



Gleichungen 





» 


B 


b + c 


Cos 


2 


a 


r COS 


B + C 




■■ 


2 

B € 


h-'C 


sin 


2 


a 


sin 


B + C 



B 




c 


cos 


2 




sin 


A 

2 





5 — c 



sin 



008 — 

2 



Gegeben 



a, &, c 



Qesncht 



A 



B, C 



Formeln 



cos^ = 



h^ +c^ — a' 



i\* 



zbc 



A 
cos — 

2 

. A 
sm — 

2 



r bc 



=v 



\s-b)l8-c) 



bc 



sinii = 



^(8— >6)(g — c) 
2lA(» — *)(« — 6)(«-c) 



5e 



m, .^p .1 * 1.^ 



B + (7 



^ 

= QO" 

2 



cos 



J5 — O 



J+c . A 

= — ' — BIB^ 

a 2 



_.^+g ^ 



(g -6)(8-c) 
&C 



u 



Zweiter Abschnitt. Ebene Triflronomelrie. 



Ka 



Gregeben 



cbf bf c 



Geflieht 



bf c, Ä 



Fonneln 



B, C 



B, C 



. B-'C b—c . A b—c 

am ■ = 



cos — = i/ — 

a 2 a f 



(s^a) 



bc 



t ^ — ^ —^"^c t- 

2 6-|-C 2 



h = - "|A(,_a;(« — 6)(« — c) 



t«^=r^^; cot B= =-!-,- cot 4 »)• 



c — b.coaA* 



6.sin^ 



Z ' Z 

2 6-f-C 2 



a=\/b^-\-c^—'2bc.C0BA:= . ^ ="^ — 5: 



="(/(*+<)' 



* — 46c. cos^— 

2 



= 1/(6 _ c) 2 + 46c . 8m2— 

= l/(*+c)^ 8in2 ~ + (6 — C)2 C082 — 
f 2 2 



B, e, a 



B + C 



90 



0_ ; tg 



(6 + c) sin — 



(6 -|- c) sin — (6 — c) cos — 



cos 



B^C 



sin 



5-C 



Tafel VI. Das scbiefwinkelige Dreieck. 



S6 



Gegeben 


Gesucht 


Formeln 


h, Cf Ä 


a . 


., , , lyhc. cos iB 


U> — — \V ^^ Oy lafVD W| ww Bin w ^— -■ _ 1 

""r~ C 

6 — c ^ 2 1/ &c . sin 4- ■& 

— , wo tgw—-^ — =■ * 

cos W — c 


h 


h h.fonA 


&, c, B 

(6>c) 


C 


. ^ c.sinjB 

an C = 

h 


A 


^ — i8o» — (J5+C) 
8m(il-}-B) = — ^ — = 8mC 


a 




Sin (7 

6 . sin ^ c . sin iL 
sin^ sin (7 

,, , \ B + C ^. ^ . ^+(7 
(&4-c)cos — (6— c)sin — ' — 

2 ^ 2 


B C ^ , B C 

cos sin 

2 2 


k 




Ä— a.8in^—(^c. cos B+ 1/(62 cHiji^B))sinI 

c. BiRBsm(B + C) 
sinC 


Ay B, 8 


C 


C7— i8oO (.1+5) 


a 


».sin — 

2 


" B 

COS — CO« — 
2 2 



3* 



36 



Zweiter Abschnitt Ebene Trigonometrie. 



Gegeben 


Gresucht 


Formeln 


A, Bj 8 


h 


. B 

«.sin — 


^ A C 
cos — cos — 

2 2 


c 


. c 

«.sin — 

2 


^ 4 JS 
cos — cos — 

2 2 


h 


, B . C 

sin — sin — 

L 2 2 


A 

cos — 

2 


a, By C 


A 


^— i8oo (ß + C) 


b oder c 


a . sinB ^ a.sinC 
sin (ß + 0) ' sin a 




B C 
a.cos 


cos =■ 

2 


h c 


. B-0 

a . sm 

5 c-* 


sm ■ — 

2 


h 


h — a , mi\B 


a, B, A 


C 


0— i8oO — (A + JB) 


b 


a . sin B 
Bin^ 



Tafel VL Das sebiefWinkelige Dreieck. 



Gegeben 



a, B, A 



Gesucht 



Ä, Äj, Ä2 



Formeln 



a . sin C 
sin A 



A 



C 



Ä = 



a . sin B'BmC 
sin^ 



"^a, &! Ci rfi 



y ai h^ Cj c?! 



2^2 h^ki^ 
ya^ 6j Ci c?! 



sin A 



ya^ 61 c, dj 
2Ä Aj Ai2 



sinB 



|/ai 61 c, dj 

2ÄÄ,Äj2 



sin C= 



^/«i ^1 «1 <2i 
2 Äi Ä2 Ä* 
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■^■BB^» 



*)• Durch Verwechselung von A mit J5 und C, und von a mit 
& und c kann man durch diese Gleichungen auch die Werthe von 
B und C finden. 



,). . ist = ^±A±? 



gesetzt. 



3)* Durch Verwechselung von JB mit C und von 6 mit c kann 
man durch diese Gleichungen auch C finden. 

^y h, Ap ^2 sind die Höhen von den drei Endpunkten aus auf 
die gegenüberliegenden Seiten; a| =z hh^ -|> AA2 -{- A| 7i2 ; 
6j = ÄÄ| -|- ÄÄj — ^1 ^2 ) C| = ÄÄi -j- Ä| Äj — ^^2) 
cE| = Ä Ä2 -|- Aj Ä2 — ÄÄj. 
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Dritter Abschnitt. Sphftriscbe Trigonometrie. 



III. Abschnitt. 



SPHÄRISCHE TRIGONOMETRIE. 



Tafel VII, Das rechtwinkelige sphärische 

Dreieck. 



Gleichungen. 



cos e = cos a. cos b = cot Ä . cot B 
einb ana 



SULC 



sin^ sin^ 



sma = smc.8in^=cotP.tg& 
sin 6 = sin c . sin JEf ^= cot ^. tg a 



tg 6= tg c. cos -4 = sin a. tg B 
tg a = tg c. cos JB = sin 6 . tg ^ 



COSji: 

cosJB 



COS a. sin B = tg & . cot c 
cos 6 . sin J. = cot c. tg a 



cos (7= — cos Ä . cos B = — cot a . cot b 



008 a = sin & . cos A = 
cos b = sin a . cos B = 



coiC.igB 
cot C ,tgÄ 



sinJ. = 8in(7.8ina = cot b .ig B 
sin£ = sin(7. sin6 = cota . tg.4 






Die Napier'schen Begeln. 
co8(ii. = cota . cottti ; cosp, = sinß . sinßi 




(') 



2\* 



3 



)* 



Atfel VII. Dm racbtwinXalige spbttriiobe Dreitck. 
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a^tSR 







Gleichungen. | 


cot -4 — cot a . sin 6 — tg £ . cos c 
coiB ^= cot 6 . sin a 


9 

1 , COS B cos ^ 
|eos&=— ; — T-; COSO = -; — =- 
1 sm^ ' smB 


Gegeben 


Gesacht 


Formeln 


A, B 


e 


cosc — cot^ . eotB 


a 


COSifl 

cos a — -; — — - 
bulB 

m 


h 


- cosB 

008 & = -. -jr 


e, a 

• 


h 


cosc 

cos = " 

cosa 


A 


. . sin o 
sin-ä =3-^ — 
smc 


B 


eos B = ig a . cot c 


a,b 


c 


cos c — cos a . cos h 


A 


cot^ — cota . Bii»& 


B 


cot J?== cot& . sina 


c,Ä 


€t 


sina =sin^ . sine 


b 


i%h =ctsil.tgc 


B 


cotB = tg^ . cosc 
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Dritter Abschnitt. SpbAriscbe Trigonometrie. 






ni. Abschnitt. 

SPHÄRISCHE TRIGONOMETRIE. 



Tafel VII. Das rechtwinkelige sphärische 

Dreieck. 



Gleichungen. 



cos c = cos a. cos b = cot ^. cot B 
sin& sina 
emB niRÄ 



sin a = sin c . sin J. = cot BAgh 
8in& = 8in c.sin 2f = cot il.tg a 



i\* 



r) 



tg& = tgc.co8^ = sina.tg^ 
tg a = tg c . cos £ = sin & . tg J. 



cos A = cos a.emB = tgh, cot c 
cos J9 = cos 6 . sin ^ = cotc.tga 




cos C= — cos Ä . cos J5 = — cot a . cot b 



cos a = sin 6 . cos Ä = 
cos & = sin a . cos B = 



cot C.igB 
cot C ,tgÄ 



sin^ = sin (? . sin a = cot b .ig B 
sin£ = sin C sin 6 = cot a . tg ^ 



Die Napier'schen Begeln. 
co8|A = oota . cotai ; cos(ji=:sinß . sinßi 



r») 



i\* 



r 



fcfal Vü. Da» rechtwinkelige sphärishe Dreieck. 
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Gleichungen. 



cot ^ = cot a , Bmh = ig B » cos c 
cot B ^= cot 6 . sin a 



- cos B 

e08 6 = -; j- ; 



COtf jä 

cos a = . _ 
sin^ 






Gegeben 



Ä, B 



c, a 



o, b 



Cj A 



Gesucht 



a 



A 



A 



B 



Formeln 



cosc = cot^ . cotB 



cosa = 



COSiä 

9m B 



COB& == 



cos^ 
sin^ 



COS& = 



cos c 
cosa 



sinii 



sma 
sine 



C08£=tg«. cot c 



008 c == cos a . cos h 



cot A = cot a . su»6 



cot j?=:: cotft . sina 



sin a = sin ^ . sin c 



i^h = CM ^ . tg c 



cotjB = tgul. cose 
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Dritter AbBchnltt. Sphärische THgmiometrie. «^ 



Gegeben Gesucht 



Oy B 



ITonneln 



0) A 



6, c + a 



ByC-\-a 



B,c — a 



-i, c + ö 



AjC — a 



I 



A 



cot e =;: cot a . cos ^ 



tg & = sin a . tg ^ 



cos A = cos a . sin JB 



sjna 

sin c = -: — ^ 

sin^ 



gin 6 c= tg a . cotJ. 



sin B = 



cos A 
' cosa 



A 



cot (45®+y) = *«Y^^* 



c -[- « 



b e — a 



e — a 



tff — IC — = tg* — cot 



8in(c — a)=tg2 — sin (c + a) 



0+ <* 



13 

sin (c 4- ») = «ot^ — sin (c — a) 



1 



c — a 



c-{- a 






C+a 








Tafd vn. 


Dm reehtwinkeHge spbSr&atfbe Dreieck. 4^ 


Gegeben 


Gesucl^t 


. Formeln 


c, Ä-^-a 


«• • 
B 




Cf Ä — a 


A+a 
B 


c«t(45? + f) = tg(45«+'Jtg''/ 


&, 4 + a 


A-^a 

r 


8ip(4 0) — cot*^4S«4- *)8in(^ + o) 


bf Ä — a 


A-^-a 


Bin (4 + ») = <«^ UiO + * ^8m(.i 0) 


B,Ä + a 


m. 

A — a 


«>* (45" + y) - ~*(«' + f ) «>* "^ t " 


ByA^a 


A + a 
c 


t« /^ArO-L ^^ ©ot^^il«« 1 ^^ cot -^^^ 


45 l 45 1 ^1 *"" 1 45 1 ) «'Ol 


c, a+6 




coB («4-6) — » cos c — cos (a + 6) 


c,A+B 


A B 


cos (^ — B)— ' — cot^ — cos (-4 + B) 


CfA — B 


A-\-B 


cos (A-\-B) = — tg2 — cos (-i---B) 

1 
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1)* Wenn L (7 =» 90» ist. 

2j* Wenn Seile c = 90« ist 

3)* Von den 6 Bestandtheilen eines rechtwinkeligen Dreiecks 
(den rechten Winkel ausgeschlossen) ist einer, (i, als die mittlere 
angesehen worden, zu welchen YOfi den 4 übrigen: a und a| zwei 
anliegende, und ß und ß| zwei nicht anliegende sind. 
Bei Anwendung dieser Regel aber muss stets statt der tfigonome- 
trischen Functionen einer Gathete das Complement derselben gesetzt 
werden. 



Tafel VIII. Das schiefwinkelige sphärische 

Dreieck. 



Gleichungen. 



sin tf sinJ. sina sinj. sin 6 sini? 

oder 



sin 6 sin ^ ' sin e sin (7 ' sin sin C 
in j^ l/i — cos^a — cos* h — oos'c . 2 cosa . cosft . cosc 



sin 



sin a sin a . sin & . sin e 



sinB sinC7 

sin 6 sine 



sin a . cos C = sin 6 . cos e — cos 5 . sin e . cos A 
sin a . cos B = sin e . cos 6 — cos c . sin 6 . cos A 



sin J. . 00s c = sin B . cos C -f- cos iS . sin C . cos a 
sin A . cos 6 = sin C cos j? -f- <^os C . sin B . cos a 



Tafel VIII. Das schiefwinkelige sfibKriacbe Dreieck. 
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Gleichungen. 



cosc.co8^ = smc.cot6 — sin ^. cot B 
cos c. coß-B= sine, cot a — sin5.cot^ 
0086. cos (7=Bin6.cota — sinC. eot-4. 



cos 



6.cosjil = sin6.cotc — sinJ. cotC 



cosa.cos(7 = sina.cot6 — sinCcotB 



cos 



a.cosBs=:sina.cotc — sinJB. cot (7 



cosa: 

COBhi 

cos c 



cos h . cos c -f- sJß ^ • sin c . cos Äi 

cosa.cosc-(- si^^*™^«*^^-^} ^^^' 
: cos a. cos 6 -|- sin a. sin 6 . cos Cj 

cos a — cos 6 . cos c 
cos -4 = 

COSjB = 



cos (7= 



sin 


6. sine 


cosft — 


-cosa. cosc 


sin a . sin c 


cosc — 


■cosa. cos 6 



sin a. sin & 



cos ui = — cos B . cos (7+ sin J? . sin C. cos a 1 
cosS = — cos-ä.co8C-|-8inil.sin(7.cos6> oder 
cos (7= — cos-4.cos5+sin^.sinB.coscj 

cos A -|- cos B. cos C 



cosa = 



sin B «sin (7 



cos J5 + cos ^ . cos C 

cos = ; 3 r-TTv 

Sin ^ . Sin u 



cos c 



cos C-|- cos il . cos ^ 
sinil.sinj? 
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Dritter Absehaitt. SphSrische Trigonometrie. 



Gleichungen 



. A 
ein — 

2 



==l/cÖ8ec b . cosec c.am^{a-}-h — c) sin ^ (a — h-\-c) 



-f 



sin (« — 6) ain (« — c) 



sin 6 . sin c 



A 
cos — 

2 



=|/ cosec 6 . cosec c . sin ^ (6 -}" ^ + a) sin ^ (6 -j" <J — <*) *)* 



sina.8in(«' — a) 
sin 6 . sin c 



tg 



^ 



= >/' 

= —r—, r- 1/ cosec ».sin (» — a)sin(« — 6) sin (» — c) 

sm(» — a) y ^ ' ^ ' ^ ' 



c<^ a . sin c : 
cot & . sin c ; 
cot a . sin & 
cot e . sin 6 
cot c . sin a 
cot 6 . sin a 



cot -4 . sin J5 -f" cos B t cos c 
cot J? . sin -4. -f- cos A . cos c 
cot A * sin C-^ cos C . cos b 
cot C . sin -4 -|- cos A . cos b 
BinB ' cot <7-j- cos B . cos a 
sin C . cot B -j- cos C . cos a 



Die Napier*schen Analogien. 



b — c 

^ , ^ cos , 

, J5 + a 2 A 

tg ! — = -— j — cot — ; 

*^ 2 6 + C 2 * 

cos ! 



B — c 
cos 

%— r— = o-TTt tg— ; 



cos 



B + C ^ 2 



. 6 — c 
sin ' — 



. B^C 

sin 

— c 2 a 



. B+C "^ 2 

Bin = — 
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Gleichungen 



Die Gauss'schen Gleichungen. 



. B + C a Ä h — c 

sin ■ — cos — = cos — cos 



2 2 2 2 

B+C a . A 6 + c 

cos ' — cos — = sin — cos 

2222 

. B— C . a A b-'C 

sin sm — = cos — sin 



z 2 2 2 

B—C . a . A . h + c 

cos Bin — = sin — sm 



2221 



Andere Gleichungen. 



^ A ^ B sin(«— c) 
*& — *K — = 



22 sin« 2\* 



ah — cosÄ 



. c a — h 
_ 2 sm — cos 

A .^ B a J_ 

-- -1- tg — = — ^ 

2 2 • i. ^ ' 

sin « tg — 
2 

c . o — h 

^ 2 cos — sm 

A ^ B 2 2 



tg — — tg — = ^ 

sin « tg — 
2 

C A—B 

2 cos — cos 

tg (- tg — = — 

* * cos(/S— C)cot — 

2 sin — sm 

ab 22 
tg tg — = — 

* * co8(Ä— C) cot — 
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Dritter Absdinitt. äphärlsobe Trigonometrie. 




. c a — b 

■n A * sin — cos 

cot 1- cot — = 



sin (« — c) tg 



cot -cot — = 

2 2 



2 

c , a — b 
2 cos — Sin 

2 2 

sin (* — c) tg — 



C A—B 

-, 2 COS cos 

X ^ I ^ O 2 2 

cot f-cot — = _: 

* 2 « C 

— cos 8. cot — 

2 



cot 



a 



cot — = 

2 



. C . 4-B 

2 sin — sin 

2 2 



— cos 8 . cot 



tg^^ + tg^^ _ cot^g + cot^^ c a — 6 

tg^-il — tg^^ — cot JB— cot^4~*^ T ®°*' 



2 
^-5 



tg^g + tg^ft _ cot|6-|-cot|a C 

^^\a — ig\b ""cot^^ft — cot^a~"'''^*T°''*~I 



sin (A + -B) cos a -|- cos fe 






sin (7 I ~j- cos c 

sin (o -|- &) _ cos ^ -f- cos J5 



sin c 



I — cos C 



sin J. -j- sin jg sina-f-sinfc 

sin C — sin c sin C sin c 

sina . sin (ß—C) — sin6 . sin (J[-.C) + sine . sin (-4 — 5) = o 



sin {A — B) cos b — cos a 



sin C I — - cos c 

sin (a — b) cosB — cos -4. 



sin c I -[- cos C 

sin-A — sinj5 sina — sinft 



Tafel Vin. Das sehiefwiiikalige «pbftriaehe 0i^eck. 
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Gleichungen. 



cos s = 



Bin 8 



cos 5 = 



sin ^ = 



cos Ä -f- cos B + cos C — I 
^am^A .ain^B ' Bin. ^C 

__ sin^^Ä + sin^^B + Bm^^C — i 
2 sin ^ ^ . sin I B . sin ^ C 

_ V — cos S . cos (8 — A) cos (S— B) cos (8—C ) 

ZBia^A . sin^B . sm^O 

|/ sin « . sin (« — a) sin (« — 6) sin (» — c) 



2 COS I a . cos \- b . cos ^ c 

I -|- cos a -|- cos b -\- cos c 
4 cos ^ a . cos j- 6 . cos \ c 

cos* i <* -|- cos* i ^ + cos* ^ c — I 
2 cos^ a . cos ^ 6 . cos ^ c 



Gegeben 



Of by c 



Gesucht 



A 



Formeln 



— b) 8in(» — c) 
c 



. -4. ^ /sin(» — 6) sin (. 

in — =1/ ^^ 7 ^ 

2 f sin 6 . sin ' 

^ /sin « . sin (s — a) 

f sin & . sin c 



A 
cos — 

2 



n* 



t A= i/'^"^(* — 6)sin(» — c) I 

a r sin«.sin(« — a) sin(» — o) 

1^ 



; — sin (* — a) sin (» — 6) sin (« — c) 
Bin 8 



8inil = 



2I/ sin ».sin (» -^ o) sin (« — b) sin(« — c) 



sin 6 . sin c 



l/"i — cos*a— cos*i— cos*c-|-2Cosa , cos6 . cosc 



cos A=z 



sin 5 . sin c 
cos a — cos b . cos c 
sin 6. sine 
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Diitter AbBchnttt Sphärisch« Trigonomftrie. 



Gegeben 



a, h, c 



gBOHSBEBSeSK 

Gesucht 



A 



B, C 



Formeln 



co8(a + to) . ^ cosft.cos( 

co8il= . , . ' / , worin tg«> = 



sin 6 . sin c. cos U7 



wieil: oder 



. B+C A 

sin — ■ — = cos — 

z 2 



cos 



6 — c 



a 
cos — 

2 



COS 



h + c 



2 a 

COS — 

2 



. B-^a A''^-ir~ 

sin = cos 

2 2 ^ a 

sm — 



. h + e 

cos = sm 

2 2 , a 



sin — 

2 



, P+C ,A 

ig ! = cot — 

* 2 2 



cos 


h — e 


2 


cos 

• 


h + e 


2 


Diu 


2 


sin 


h + c 



sma 



, B — C ^'A 

tff = cot — 

2 2 



C08J5 = tgq . cot c "I 
cos C = tgp . cot 6 J 

cp ah + e h — c 

worin tg -^ = cot — tg — = tg 

® 2 2 ** 2 2 



a+m a— 9 
und » = — !— ^; j = — 

2 2 
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Gegeben 



hf e, Ä 



Gksnclit 



Formeln 



cotJB = 



tgB = 



sin e . cot h — cos c . cos A 
8in.A 

— tg^.cos«! 

■s -. — f v^, worin cot ep , 

cos(c-f-9i) ^* 



=tg&.c6B.^ 



008(7 = 



cot C= 



cos c . sin 6 -- sin c . cos 6 . co s Ä 
sin Ä 

cot c . sin 6 — cos 6 . cos Ä 



sin Ä 



X A» — tgul.coso . ^ ^ A 

tg C == 2^ — _L worin cot qp = tgc . cosll 

cos(ft+(p) ' ^ ® 

6--C 
tg ; — = cot =— — 

2 1 0-\-C 



cos 



2 

6 — c 



tg = cot — 



2 . 64-c 
sin — • — 



cos a = cos b , cos c -f- sin 5 . sin c . cos Ä 

cos 5 . sin (c -|- 9) 

sin 9 
worin cot 9 = tg& . cosii 
sin il . sin & 



8ina = 



sin^ 



. « sin -} (c — b) 

sin — = ^-^ — 

2 cos 9 



worin tg 9 = 



9in^.41/sinc . sinft 



sin* 



sini(c — 6) 

= «^(7 + 7 + «)«^ (t+i""*)| 

worin sin a= cos ^il l/sinc.sinft 
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Dritter Abscluiitt. SphSrtocbe Trigonometrie^ 



Gegeben 



h, Cj A 



Qesacht 



a 






Formeln 



a e — b 

cos — = cos COB cp , 

a a ^ 



worin sin ^ 



mn^A l/isin c . sin 6 



cos ^ (c — b) 



. a . b4-e 
sin — = sin — - — cos to 
a a 



cos 4 A l/sin c . sin 6 



5, C, a 



worin sin to 



a cos 4 (6 + c) 
cos — = ^-^ ' ^, 

a 



sin|(c + 6) 



cos to 



worin tg to 



cos 1^1/ sine . sin 6 
""»^ cosi (c + b) 



tg 



A 6— c 

r, , ^ cos — cos 

x*-j"C/ a a 



, ^ 6+c 
sin — cos — = — 
a a 



tg 



il . 6— c 

Tj ^ cos — sin 

±f — u 2 a 



. -d . b+c 
sin — sin — ■ — 
a a 



a 
cos — 

a 



. A b+e 
Bin — cos — = — 
a a 



cos 



B+C 



a 
sin-^ 

a 



. A . 6+<' 
sin — sin — ■ — 
a a 



008 



B — a 



.1 b+e 

cos — COB — — 

a a 

sin 



cos — Bin 

a a 

sin 
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Gegeben 



Gesacht 



b, Cy A 



B, C, a 



a, B, C 



Ä 



Formeln 



B+C . B + C 

- , cos — ■ — , sin — *— 
a 6-j-c 2 o — e % 

tg y — tg — bZIc—^ "1 . B — C 



cos 



sin 



, , sin C cot jB + cos C . cos a 

COtO= r* 



sin a 



tgft = 



tga . sin 9| 

sin((7+(pi) ' 

worin tg ^ | = tg£ . cos a 



cot c = 



cot C. dn B -|- cos B . cos a 

sina 



tgc=i g'^''^^ 



8in(^ + <p) ' 
worin tg 9 = tg C . cos a 

B-C 



cos 



a B + C 

cos — — 

z 

. B--C 

, sin 

^ 6— c . a % 

sin — = 



cos^=co8a . sin^ . sinC — cosi9 . cosC 

cos B . cos (C -|- 9) 

cos 9 

worin tg 9 := cos a ,igB 

sin B. sina sin C sina 



sinils 



8ia6 



sine 



4* 
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Dritter Abschnitt. Sphärische Trigonometrie. 



Gregeben 



a, B, C 



Gesucht 



bj Cy A 



Formeln 



. Ä C—B 

sin — = cos cos 9 , 

a 2 



cos 4^ a |/ Bin ^ ■ siitS 

worin sin ® = — ^-77= öä 

^ C08^(C7 — B) 



A %mUC—B) 

COS — = ^ -, 

2 cos 9 



COS \ay sinC sin^ 
,.^_ C08J(C+B) 



costpi 



worin tg cpi 



sin -^ a |/ sinC sin ^ 
"~" cos^(C+5) 



cos — =sm — ■ cos^j , 

2 2 



• • 



worin smcpi 



sin ^ a V sinC sin B 



tg — L_ = 



^ 6-c 
tg-— = 



sin — cos 

2 2 

cos — cos ■ 

2 2 

sin — sin 

2 2 

cos — sin — ' — 
2 2 



A 
cos 

2 



o . B+C . a . B—C 

00s — sin — ' Bin — sin — - — 

22 22 



cos 



6 — c 



. 6— c 
sin 



r 
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Gegeben 



Gesucht 



o, B, C 



by C, Ä 



Ä, B, C 



a 



Fonneln 



A 



a B+ö . a B—C 

cos — cos — ' — sin — cos -- 

2 2 2 2 



Sin 



cos 



h+e 



. b+c 
sin — ' — 



tg — = cot 



6— c 
^ , „ cos 

B+c 2 



cos 



b+c 



= cot 



. b-c 

B-c ^^^-T- 



. b + c 
sin • — 






— cos Ä. cos (S — Ä) 
smB.sinC 



coBJß-^ B ) cos (S—C) 
sin B.smC 



cos >S . cos (8 — A) 



co8(S—B)cob(S—C) 



8ina= 



2|/ —cobS.cos(S—A)cob{8-B)cob^---C) 



sin B . sin C 



)/ I-C08*-4— cos^jB— cos^C— 2C08AcosjB.cosC 



cosa = 



sin B.BiD.C 

cos -ä. -|- cos 5 . cos C 
sin^.sinC 

. 8in(^ + ?) 
sin i?. sin 0. sin (p 



-, worin tgcp=-5jj533^ 



a 
eot — = 



2 COS (a9 — A) 



l/__i- co6(Ä--^) coB (S-B) coa(8-C) 
f ooso 
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Gesncht 



A, B, 



b, c 



Formeln 



wie a, oder 

. a B — C 

_ , sin — cos r- 

. o4-c 2 a 

gm — '— = 2 

sin — 

2 

a ß + C 
. , cos— cos 

O-i-C 2 2 

cos ' — = j 

2 . A 

sm — 

2 

B — C 

.. cos 

COS — = 



sm 



. a . B—C 

sm — sm 

2 2 

Ä 
COS — 

2 



a . B + C 
^ cos — sin — ' 

6 — C 2 2 

cos = -: 

2 A 

cos — 



. B^C 

, sm 

, — c ^ a 2 

sm — ! 



cos 6 = 
cosc 



= cotjP.cot(7l 
= cotC.cotJB] 



. . M? . A ^ B + C , JB — C 
worm tg — =tg-- tg — -I— tg 

Ir 2 2 2 



-i + !?. n — ^- 



und P = ^=^-! ; Q = 



iß 



Tafel yilL Das 8chiefviriBk«lige spbftriaeb« Dreieck. 
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Gegeben 



6, c, B 
sm&^sinc 



Gesucht 



Formeln 



B, C, h 
rinB>8inO 



C 



sinC = 



sin c . sin^ 
sin h 



z\* 



^ A ,B+C 2 

ig — = cot — - — i— i — 



cos 



2 
h — C 



= cot 



B-C'"^ — 



. h+e 
sm ■ — 



cos e . cos il = sin c . cot h — sin^ . cot B 
sin (J. -|- <p) .= cot & . tg c. sin 9 , 

worin tg 9 = cos c . tg B *)* 






cos 



B + C 



B — C 

cos 



=tg 



. B + C 

sm — ' — 
o — c % 

~i, . B^C 
sin 



cos h = cos a . cos c -j- sin a . sin c . cos B 

C08(a + <p) = C089 ^^, 

worin tg(p=tge.co8B 



6^* 



sine == 



sin & . sin (7 
sinJ? 



4\* 



- , cos — = — 
. a , h-f-c a 



cos 



JB-C 






DrlUar Abiehiiltt. BpbKiisclia TrigonoDM 



I Gs^Gben Gesuidit 



68 



Gegeben 

r 
B 

S 



8 



B 

S 

8 

r 
R 



r 
R 

S 



Vierter Abschnitt. Polygonometrle. 



ß. Das Viereck. 



Gesucht 



8 



R 



8 






Formeln 



s = ir 



= R |/» = 1,41421 ,.. R 



8 



= r7=- = 0,70711 ... Ä 



R 



= r 1/1 = 1,41411.. . r 



8 

= r-p-=o,707ii . . . 8 

8 
= — = 0,5 . . . o 






== — = 0,5 . . . « 
2 

R 

= 1-7^ = 0,70711. . . R 

= -T7^ = 0,35355... Ä 



V-- 



21/2 



iS'= 



»1/2=1,41421. . . « 
= 2rj/2 = 2,82843 . . . r 

= 2Ä 



2X = 9o< 
^=90^ 



y. Das Fünfeck. 



8z^zrys — 2 ]/ 5 == i>453o8. . . r 
= ÄyTEEL=i,i7557...iJ 

— JÜlLL ^-=0,80902. . . 8 



Tafel IX. a. RegelmKssisre Polygone. 
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Gegeben 


Gesucht 


Formeln 


r 

8 
S 


R 


A 


li — 1 T / ^ — 1,43007... r 
1+1/5 

_ . ^^«—0,85065 . . . « 

V s—vs 

s ys+^Vs 0,68819... Ä 


8 

R 

S 


r 


^ * 1/5+^1/5 0,68819.... 

4 . 


4 ^ 21/5 


8 

r 

R 


8 


8 — (y $ — 1)8 — 1,23607. . . 8 
= 2r V2I/5 (5|/"5 — 11) = 1,79611. ..r 

— 2^1/5 — 2 1/5 -—1,45309... R 






9 — 108O 


8. Das Sechseck. 


r 
R 

8 


8 


2r 

8 = ,/- = 1,15470--»' 

— i2 

— 0,86603 ... 



60 


Vierter Abschnitt Poly^nometrie. 


Gegeben 


Gesucht 


Formeln 


r 


R 


R^.r- — 1,15470 ••• »• 
1/3 


8 




r 

8 


s 




— — 0,86603 . , , 8 


8 


r 


.Vi 

r — — 0,86603 . . . « 
2 


R 




rVz 

0,86603 , , . R 


S 




'18 
— — ^ — — 0,75000 . . . ö 

4 


8 


8 


Ä= /. =1,15470...» 


B 




— ^ — 1,15470... Ä 
1/3 


r 


- 


4r 
— — 1,33333 ••• »• 




2X 


i X — 60O 




s 


^ — 120° 


8. Das Achteck. 


r 


8 


* — %r (l/i — I ) — 0,82843 • • • *■ 


R 




— Ä 1/2— jA — 0,76537 ... Ä 


8 




_äV2+V* ==0,92388... Ä 

2 



Tafel IX. ft. Regelmftssige Polygone. 
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Gegeben 


Gesucht 


Formeln 


r 

3 

8 


B 




lA lA 
ß 2r f — 1,08239... r 
' 2 


» r ^ — 1)30656 ...» 
2 

— V ' r^ / — 1,20711... 5 

2 


8 

R 

8 


r 


.(.+lA) 

r = — i L — ^ =1,20711...» 

2 


• ^v^+y-^ 0.9,388... Ä 

2 


— 1/10-1-7^2 1,11522.../$ 
4 


s 
B 

r 


8 




^=»1/4 — 2V* =1,08239...» 

=; 2 Ä (1/2 — i) = 0,82843. . . JR 

i/io — 7 1/2 
= 4r r '^ = 0,89668... r 

2 




2\ 


9—1350 


cp Das Zehneck. 


r 
R 
8 


8 




»=2r1/5 a]/5 = 0,64984. ..r 
. 5 

---«(l/s 0.« 0,61803... i2 
2 


Syxo + aVI o,9Jio6...S 
4 
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Vierter AbscUnitt. Polygonometrie. 



Gegeben 



Gesucht 



8 



8 



R 



S 



B 



R 



8 



9 



Formeln 



R=: 



|/i^i:i^J-= 1,05146... r 
= -iL : = 1,61803 . . .« 



.-»Vs + iVs _ 



1,53884. . ,8 



„äKio+iVs 



= 0,95106. . .R 



S{5 + sVs) __ 



8 



= 1,46353... Ä 



8 



1 /10 - ^ V7 

= * r T"^ — = i»o5i45 • • • » 



r{6j/-s - lo) 



z^ 0,64984 • » * R 



= 0,68328 . . .r 



zX = 360 
9=144« 



ij;. Das Zwölfeck. 



R 



8 



= ir (2 — 1/3) = 0,53590... r 

ä(1/6-.-|A) ^ ^ 

= — ül 1. L = 0,51764 . . . il 



Äf 



= t(1/'^ + K0 = °'96593...5 



Tafel IX. a. Regelmiasiga Polygone. 



Gegeben 



S 



8 



OesQcht 



R 



aX 
9 



Formeln 



Ä = 



r (j/e — j/i) = 1,03528. . .r 



_ ^(> + |/3) _ 



1,93185 . .. « 



1,86603 . . . /S 



= -A-LJl_V. = 1,86603 . . . « 

2 

^_Sy — LiL-^ = 0,96593 . . . Ä 



_ä(3|/"6 + 5|/-2) 



8 



= 1,80244 "'S 



Ä= (j/6 — V^2) 9 = 1,03528 ...» 
= 25 (2 — ]/"3) = 0,53590 . . . Ä 
= 2 r (3I/6 — 5 V») = 0)55848 . . . r 
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2 X = 30 
9 = 150 



^ Das n-Eck und 2n-Eck. 



•2«»^ 



Bj X od. f 



'.=»•,. -p 



+ C08X 



= 2£.8mX = 2jR.C08^ 

2 
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Vierter Abschnitt Polygonometrie. 



Gegeben 



Tj X od. cp 



X, Vi od. S 



Ä,rod.»,^,ri 



\R, *^od.iS^, r 



B,n od. r,n 



X, s od. JB 



X, r od. Tj 



fif.Xod.Ä,» 



R, ri od. * 



^,K 



Gesucht 



In 



Fonneln 



8 



2r.sinX tr 



cosX 



tg 



? 



= 4r, ]/i 



cosX 



=:8 .OO0X 
n 



= 2]/B2— r2 = 






= 'i-lA^'^=^ = 



Ar 

2n 22 



_ . I800 . I800 

2jBsin = zrtg 

n n 



« 



9. 



Sn 



yi 



-\- 008 X 



2r 



V^ 



— cosX 



cos X 



ä.cobX 

n 



f- 







— cosX 

2 


— 


— cos X 
-|- cosX 




b1/,_ 


**n 



-f-cosX 



S 



= 2 |/ä2 — ri« = 



« 72 

n 

2r, 



^l/zU^-rByF'-^qV 



Tafel IX a. BegelmSsaig« Polygone. 



Gegeben 



8^j \ od. 9 
od. »2^, X 

r, X od. ^ 
od. r|, X 



S^, X od. «^, r 



Gresucht 



«5n» '•i od. 



2n 
2n» 



s.. 




od, 


», 


S„od. 


»n 


n 


, X od. 


n 


8, 

4 


in? ^ <*^- 


s, 


X od. 


? 


"•i. 


X od. 9 , 

n 


'S. 


ad. 


V*. 


«n 



Ä, «^ od. S^, X 



»,X,od.»5 .X 



i? 



Formeln 



8 



8 



8 



R==T±r.= 



3n 



2 8in X 9 

2 cos ■*- 2 

2 



1/^ 



cosX 



cosX 



-f |/E 



+ cosX 



/S^.cosX l/":,^2 -[- 4 r2 



2 sin 


K ■ 




2 




V'.'» 


+ 4' 


1^ 


'20 »-1 


S r 

n 


2 




«n 


jB 



8 



21/ä 2 — , 2 
y n n 



n .• 



« 



, i8o0 "~ . i8oO 
2 tg 2 sm 



n 



n 



8n 



cosX 



2sinX , i8o® 2 

2tg 



ßn , l8oO 

= — cot 



n 



n 



= Äc08X=i2sin — 

2 



yi 



cosX 



r| cosX *n ■'^ 



8' 



t- 



+ C03X ^n a ySl 



8 



_y^^■'-»2 _ 



S . C082 X 
n 

2sinX 



-|/i — cosX * r I — 



cosX 



cosX 



U 
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Vierter AbsebnitL Polygonometrie. 



Gegeben 



X, B od. r 
5 , X od. 

n' n 

i?, » 
' n 



^» »n, od. «2„ 

od. R 



X, r od. Tj 
od. *^, jB,r 

»„. -B 



Gesucht 



8 



Rj n 



R, 8 



s 



Formeln 



=fi|/I 



+ C08X 

2 



f' 



-j-cosX 



008 X 



Ä .cosX « Ä »4/2 

, ^ / I — cos X **2n ^ ' ^-- 

^y— ^ — 



8_ 



-8 

n n 



= i^5?!z!l-=i|/B(aiJ+V'^5r=i5) 



28 



2n 



S = 



1/1 



+ C08X 



2i28inX 



cos X cos X 

4r 



cosX 



2r.j3inX 
cos^X 



,1/1 



— cosX 



»o« 



cosX 



*«^ 



8 



V-^-i.: ^._(^- ■ 



3n 



9 



= 2Ä.tg 



180O 



n 



Ä 



2n 



2Ä(2Ä— j/"4Ä2_82 ) 



« 



R+yR2-lsl 



x= 



180» 



n 



9 



180® (n — 2) „ « 360 

n n 



Tafel IX. a. Begelmäasige Polygone. 
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Gegeben 



2n' n 



8 , Ä 



*n' 


r 


'n' 


^1 


^n» 


*n 



»,„, Ä 



2n 



*2n'^ 



*2a»'' 



*2n» ^a 



^n» *.' *2n 



*2ii' ^B 



22, r 



Ä, ri 



Gesucht 



Formeln 



sinX = 



» T/4SI — *^ , «n^— »«2 



Z« 



211 



28 



2ii 



ri; «<"''^= 



_y4B'-».* 



ZjR 



s_ 



■l/4i^M=^»' 



cosX = 



ir 



KV + 4'- 
cosX = 



Sri» 



Sri^ 



Ä 



C08X = 



« 



8 






« 



2n 



cosX 



_r]/2«j2 — r« — 



9 



2n 



sinX: 



4*2l^l 



4»-i2— *2^ 



smX = 






n 



co.X=-^(.,„ + lAV + 'i'o) 



BinX = 



l/2J2_y2 ^ 

^; cosX=^ 



R 



8mX = 



ari 



■|/7J2_y2 ir2_-i22 

r • /IAO 1 * ■ 



jB2 



; cosX = 



Ä2 
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Vierter Abachnitt. Polygonometrie. 



Gegeben 



S, R 



»•l> »• 



rj, r 



Ä„. »• 



Gesncht 



«n.»- 



«„»•l 



'5„, ri 



Formeln 



sinX 



8 



cosX = 



aJB 



eo8X = li±!L!^EZ±ZL 
S 



ysj^w 



cosX = 






8mX = 



cosX = 



VS^* -4'-i» {V x(S.»- ="-i')-*'-i}' 



Ä. 



» »-l { 1/"='(V+ ="•!') -»'•l} 



«„' 



Tafel rx. b. Das Sehnendreieck. ')* 



Gegeben 



c, 


C, 


od. 


a 


, 6, 


C 


a, 


^ od. 


a, 


h. 


C, 8 



Gesucht 



R 



Formeln 



R=z 



2 sin (7 



a 



__ ]A^+ft^ — aa^-cosC 



2sin(7 
abc 



ahc 



asinJ. 4]/*(»— a)(»— 6)(«— c) 4«^ 



Tafel IX. c Das Tangentendreieck. 
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Tafel IX, c. Das Tangentendreieck. ')* 



Gegeben 



c, A^ B 



e, A, B, C 



a, hy Cf 8 



Gesucht 



Formeln 



Of h, e 



B,r 



c c.Biii^A.sin\B 

~'qoHA+coHB '^^{A+B) 

c.Bui^A-\-am\B 

cos y C 

__ ]/ « (» — a) (« — 6) (» — c) __ 2J 

8 a-f-& + c 



Ä.r = 



ah c 



2{a-{-b-\-c) 



Tafel IX. d. Das Sehnenvlereck. 



8\* 



Gegeben 



Ol bf Cy d 



Gesucht 



A 







D 



Formeln 



A^ ^f {8-^a){8^d) 
^ 2 — f {$ — c)(8—d) 






C 't/ {8-h){8—C) 

^*T~" \ (s-a}(8-d) 



D ^/ (8-^c)i9^d) 



fO 



Ylorter Absohnitt. Polygonometrie. 



Gegeben 



dj hf Cj d 



Gesucht 



971 



n 



m n 



m 
n 



R 



Formeln 



m 



=Y^ 



ac-^-hd) (€Ld-\-hc) 



ah-\-cd 



„ = -(/! 



(ac -|- 6d) {ab-^ cd) 
<id-\'bc 



m n = oc -f- 6(2 



m ad "{- hc 

n ab -\- cd 



j_ W (o& + cd) (qc +hd){ad+ hc) 
4 r (« — a) (s — b) (» — c) (» — d) 



Tafel IX. e. Das Ungleichseitige Dreieck. *) 



Gegeben 


Gesucht 


t 

J, h od. 
J,B,C 


c 


ö, h, C 


*) J'ist der 
Inhalt. 


Jj A, B 


(siehe Fig. 
Seite 31) 


J,Ä,B 




Jy c od. 


i_ 


c, By C 


h 



Formeln 



=^=l/- 



a «7" . sin (7 



Bin B. sin ((7+ JB) 



= j/a^ -f- ft* — 1 o6 . cos O 



.1/ 



a J'.sin(^-|- Jg) 
sin ^ . sin B 



= ^2 J (cot -4 + cot B) 



Ä=i£ = 



c . sin Jg . sin ((7 -|~ ^ ) 
sin C 



Tafel IX. f. Das glelcbschenkelige Dreieck. 
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Gegeben 


Gesucht 


Fonneln 


o, 6, C 

c, A, B 

a+6+c 


h 


a& . sin(7 


|/a2 + 62 — 2 oft. cos C 
c . sin il . sin JS c 


sin(^ + 5) oot^ + cotB 

1 • " " 


c,"^ 


— Vsia a)(*-6)(«-c) 
c '^ 


Tafel IX. f. Das glelchschenkellge Dreieck. *) 


Gegeben 


Gesucht 


Formeln 


y, Ä od, 
fr, h od. A 

6, B od. 
hyAoLB 


a 

*) (Siehe 
Fig. Seite 
30). 


1 7" . ■ A 


a=, =21/6'— ä2 —26. sin — 
— 26. cos £ — 2A.tg — '^tffK 


/, A od. 
0, J. od. B 

a, ^, od. 
A, ii od. B 


h 




y/2+M a _ a 


h . A zcobB 

2 sin — 

2 


i/«v Ä» - * * 


2 ' 


/, a od. 

0, 6 od. .^ 

a, B od. 
5, .i od. B 


h 




a r 4 * » 
** — hcoa — h. »in B 


looi. B 2 
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Vierter Absobnitt. Polygonometrle. 



r 



■sai 



9^ 



Tafel IX. g. Das rechtwinkelige Dreieck/)* 



Gegeben 



od« hy h 

h, a, od. 
Äod.B 



Oy Cj od 
e, h 

c, B od. C 
r, A od. a 



Jy c od. b 

byCoä,aybyC 

ayhod.CyB 
Cy a od. A 

hyBoLA 



Gesacht 



Formeln 



=,lL = Y^J2^12 _ 



52 



h 



|A^^=Äi 



y ' fiin B 



sin 5 



cos J. 



= c . sin 5 = c . cos (7 

sin ^ ^ a — %r 






«^ ]/472"+T4 

C ^ c 



da 



}/*a2 + 62 



= — sin 2 iS 

2 



= — sin 2 iä = — "|/"c2 —ßj 
2 er 



= 6. cos 5 = ft.sin^ 



Tafel IX. b. Dwt Pandlelogramm. 
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Tafel IX. h. Das Farallelogramm. *) 


Gegeben 


• 

Gesucht 


Formeln 


J, h 

/, 6, 9 

|r», 71, Ä, o 

»i,n,6,a,9 


a 

*)a und b sind zwei 
anstossende Seiten; 9 
der von diesen einge- 
schlossene Winkel j h 
das Perpendikel aui a ; 
m, n ^die Diagonalen ; 
a der Ton diesen ein- 
geschlossene Winkel. 


J 
J 


6. sin 9 

mn 
— — r- sui* 

mn sin a 
a 6 * sin9 


/, a, 9 od. 
TO,n,a,a,9 


b 


«7 mn sina 


a.sm9 %a Bm9 


/, 91, a od. 


m 


a / / ■ ■ 


^ = — ZJ:: — ==: l/a^+Ji— aoÄ.coso 
n.Bina ^ ' ^ 


/, m, a od. 

a, 6, 9 


n 


iJ 


n — : — — "l/«^+^'+*«^'Coaq 

m.sma r ' • t 


/, a od. 
J, 6, 9 


h 


A--'- "^ 


a &.CO89 


Tafel IX. i. Das Rechteck. *) 


Gegeben 


Gesucht 


Formeln 


Jy b od. 9 

n, & od 9 

m, 9 


a 

*) 9 ist der Winkel 
zwischen a und m. 


J 


a — -j- — l/y.cot9 


— l/n^ — 52 == 6 . cot 9 

= m . cos 9 .11 
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Vierter Abschnitt Polygonometri«. 



Gegeben 


Gesucht 


Formeln 


y, a od. 9 

m, a 
ffy aod.c, 


6 


T 


b-^ - yj.tg^ 


= a.tg9 — c.sin^ 


/, a od. h 

y, 9 

(p,Aod. 6, 


m 




m — '- — ^ 


a h 


f Sin 2 9 
— a . sec 9 — 6 . cosec 9 


Tafel IX. k. Das Paralleltrapez. *> 


Oegeben 


Gesucht 


Formeln 


y, 6, A 

/, c, a, & 

/, Ä, a, p 
b, ß, c, a 


a 

*) a und b sind die 
parallelen Seiten; e 
und (2 die nicht pa- 
rallelen Seiten; a, ß 
die an a anliegenden 
Winkel; m, n die 
Diagonalen ; 9 der 
zwischen ihnen lie- 
gende "Winkel. 


iJ-bh 


c . sin a 
2 (J + Ä') sin a . sin ß 

6 . sin ß + c . sin (a + ß) 
sin ß 


/, a. 6, a 


c 


iJ 


(a -|- 6) sin a 


c, a, od. 
dj ß od. 


h 


T • 1 • *» 2 «/ 


^ a + 6 



Tafel IX. I. Du Vier- niid Flnfeek, du VMtack. 



T6 



Tafel rx. 1. Das Vier- und Fünf- Eck; 

das Vieleck. *)' 



Gegeben 


Gesucht 


von a, b, e 

d, a, P, 7 : 

5 Stücke 


die anderen 
Stücke 


Yon a, 6, c 

^> 9y «» P> 
Y, 8, «: 

7 Stücke 


die anderen 
Stücke 



Formeln 



1) a . sin a -|- ^ • "^ (* + ß — ^) 

-[- c . sin (a -|- P "i" T 

2) a . cos a + 6 . cos (a -f- ß — ^) 

-j- c . cos (a -|- p + Y 



— 2 7r) :=o 
— a it) = d 



1) a . sin a -|- ^ • *"i (<* + P — '*^) 

-f-c.sin(o+ß + Y--*«) 
-f d.8in(a+ß + T + ^"-3«)~ 
a . cos a 4" ^ • ®®* (* "h P — '^^ 

4* c . cos (a -f- ß + Y — * «) 

+ d, coB(a + p-fY+8 — 3«)«fl1 




P 
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Vierter Absctanitt Polygonometrie. 



^)* R ist der grosse, r der kleine Radius ; S die Seite der dem 
Kreise von Radius R umschriebenen Figur, 8 die Seite der demselben 
Kreise eingeschriebenen Figur; s die Seite des Sehnen - n - Ecks ; 
S^ die des Tangenten - n • Ecks ; a^^ die des Sehnen - 2n - Ecks ; S^^ 
die des Tangenten - 2n - Ecks ; R der Halbmesser des dem ersteren 
Polygon umschriebenen Kreises; r der Halbmesser des demselben 
Polygon eingeschriebenen Kreises; r^ der Halbmesser des dem 
Sehnen - 2n - Ecks eingeschriebenen Kreises ; X der halbe Centriwinkel ; 
cp ein Polygonen • Winkel des Sehnen - n - Ecks ; n die Anzahl der 
Seiten. 

^)* Siehe Figur Seite 31; R ist der Radius des umschriebenen; 
r der des eingeschriebenen Kreises; J der Inhalt des Dreiecks; 

a4-64- c 

8 = — ■ ■ 

2 

^y A, B, C, D sind die Polygonen -Winkel; a, 6, c, d die in 

derselben Ordnung auf einander folgenden Seiten; m, n die Diago- 

o4-6-|-c-f- d 
nalen; 8 = — ' ' ■ — . 

2 

*y Siehe Figur Seite 26; r ist der Radius des eingeschriebenen 
Kreises; J der Inhalt. 

'^)* Wenn das Vieleck schliesst, hat man: 
o = a . cos ^ — b , coB (Ä -\- B) -{- c. coB {A -^ B -{' C) 

■^ d. cob(A + B+ C + D) + ... 
o = a. sinii — h . sin(-4-|-J3) + c. am (A '\- B -{- C) 

^d.mx(A + B + C+D) + ... 



Tafel X. Die Ecke and die eckigen Körper. 
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* 

V. Abschnitt. 

POLYEDROMETRIE. 


Tafel X. Die Ecke und die eckigen Körper. ')* 


a. Die Ecke. 


Gesucht 


Gleichungen 


die Summe aller Kautenwinkel 
(Seiten) einer Ecke 


-^ 


die Summe der drei Flächen- 
winkel (Neigungswinkel, "Winkel) 
einen dreiseitigen Ecke 


^ "< 6R 


die Summe aller Flächenwinkei 
einer n-seitigen Ecke 


'^ nzR 


eine Seite einer regelmässigen 
n-seitigen Ecke 


4Ä 
8<:- — 
n 


ein Winkel einer rege 1 m ä s s i g e n 
n-seitigen Ecke 


WS _ n 

1 
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Fflnfter Abfcfanitt. Fbtfedrometrie. 



b. Die eckigen Körper. 


Gesucht eine allgem. Relation: 


Gleichungen 


zwischen der Anzahl der Seiten- 
flächen und 

der Anzahl der Kantenwinkel 

der Anzahl der Kanten 

der Anzahl der Ecken 


3 

.<:*^; od.Ä>^ + 2 
3 =•3 

> — +2; od. S <:2jE:— 4 

2 


zwischen der Anzahl der Kanten 

und 

der Anzahl der Seitenflächen 

der Anzahl der Ecken 


k:> ^^; od. K+6<: sS 

> ^^; od. K+6<: iE 
— a — 


zwischen der Anzahl der Kanten- 
winkel und 

der Anzahl der Seitenflächen 

* 

der Anzahl der Ecken 
der Anzahl der Kanten 


>ZE 


zwischen der Anzahl der Ecken 
und 

der Anzahl der Kantenwinkel 

der Anzahl der Kanten 

der Anzahl der Seitenflächen 


1 
3 

<*^;0d. ^>^-f2 

3 3 
J?+4<2Ä; od. ^> — + 2 


zwischen der Anzahl der Kanten 
und der Anzahl der Seitenflächen 
und der Ecken 


js: + 6 < 3 (Ä + ^ 



i 
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Gesaoht die Belation: 


Gleichungen 


zwischen der Anzahl der Kanten 
und der Anzahl der Seitenflächen 
und der Ecken 


K— 8+ E z 


zwischen der Anzahl der von den 
Kantenwinkeln eingeschlossenen 
Grade und der Anzahl der Kanten 
und der Seitenflächen 


TTo = (Ä" — 8) 360O 


c. Das Tetraeder. | 


Gesucht 


Gleichungen 


die Höhe 


'='^ 


die Entfernung einer Ecke vom 
Mittelpunkte 


'-'Vi-iV\ 


die Entfernung des Mittelpunkts 
von den Seitenflächen 


'=iVi 


die Kante ausgedruckt durch den 
Halbmesser der umschriebenen 
und eingeschriebenen Kugel 


3 

1163299/2 4,89898 r 


der Halbmesser der umschrie- 
benen Kugel ausgedrückt durch 
die Kante und den Halbmesser 
der eingeschriebenen Kugel 


4 
— o,6i»37 k 


der Halbmesser der eingeschrie- 
benen Kugel ausgedruckt durch 
die Kante und den Halbmesser 
der umschriebenen Kugel 


kVi * 
r ' — 

la 3 
— 0,2041a Ä: — 0,33333 Ä 


der Halbmesser eines einer Grenz- 
fläche umschriebenen Kreises aus- 
gedruckt durch die Kante, und 
den Halbmesser der umschriebenen 
und eingeschriebenen Kugel 


=o»57735*=o»94»8iÄ=2,82842r 


die Anzahl der Ecken , Kanteji, 
Flächen und Kantenwinkel 


^— 4; JT—Ö; i^— 4; W—ii 
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FUnfker Abschnitt. Polyedrometrie. 



Gesacht 


Gleichungen 


der Neigungswinkel der Ebenen 
a| und a2 


cp = 70» 31' 44" 


die Kantenwinkel 


a S] aj — 60** 


der Winkel zwischen einer Kante 
und der gegenüberliegenden Grenz- 
fläche 


t) = 54« 44' 8" 


d. Das Hexaeder. | 


die Achse 


Ä- kYi 


die Höhe 


h =z k 


die Entfernimg des Mittelpunkts 
von den Seitenflächen 


2 


die Entfernung des Mittelpunkts 
von den Ecken 


ä-lVs 


die Kante ausgedrückt durch den 
Halbmesser der umschriebenen 
und eingeschriebenen Kugel 


iR 

= 1,15470 -ß 


der Halbmesser der umschrie- 
benen Kugel ausgedrückt durch 
die Kante und den Halbmesser 
der eingeschriebenen Kugel 


2 

— 0,86603 Ä: — 1,73205 r 


der Halbmesser der eingeschrie- 
benen Kugel ausgedrückt durch 
die Kante und den Halbmesser 
der umschriebenen Kugel 


k R 

= 0,5 fc = 0,57735 R 


der Halbmesser des einer Grenz- 
fläche umschriebenen Kreises aus- 
gedrückt durch die Kante und 
den Halbmesser der umschrie- 
benen und eingeschriebenen Kugel 


0,70711 fc 0,81649 jß 

— 1,41421 rj 


die Anzahl der Ecken, Kanten, 
Flächen und Kantenwinkel 


^—8; JS::^i2; -F— 6; M^ — 24 



Fttnftflr Absdhnltt. 


Polyadrometrle. g| 


GesncHt 


Gleichungen 


die Kantenwinkel 


a — Ol — Oj — '90® 


der Neigungswinkel der Winkel 
a^ lind a2 


cp 90° 


der Winkel zwischen einer Kante 
und der gegenüberliegenden Grenz- 
fläche 


7] — 90O 


y « ■ . ■ - 

e. Das Octaeder. 

1 


die Achse 


A — kyz 


die Enüfernnng des Mittelpunkts 
von den Ecken 


d — hy^ 


die Entfernung des Mittelpunkts 
Ton den Grenzflächen 


% 


die Kante ausgedrückt durch den 
Halbmesser der umschriebenen 
und eingeschriebenen Kugel 


— 1,41421 B — 2,44949 r 


der Halbmesser der umschrie- 
benen Kugel ausgedrückt durch 
die Kante und den Halbmesser 
der eingeschriebenen Kugel 


0,70711 k ~ 1,73205 r 


der Halbmesser der eingeschrie- 
beneu Kugel ausgedrückt durch 
die Kante und den Halbmesser 
der umschriebenen Kugel 


k R 
= 0,40825«; = 0,57735 Ä 


der Halbmesser dßA einer Grenz- 
fläche umschriebenen Kreises aus- 
gedrückt durch die Kante und 
den Halbmesser der umschrie- 
benen und eingeschriebenen 
Kugel 


— 0,57734 Ä: =r 0,81649 Ä 

— 1,41421 r 


die Anzahl der Ecken, Kanten, 
Flächen und Kantenwinkel 


£—6; JK^— 12; -F— 8; IT— 24 


die Kantenwinkel 


a 90<> 

Ol — Oj — 60O 



6 
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FOnftor Abaotuiitt. PolyodrometriA. 



Gesucht 



der NeigungMnkel der Winkel 
a^ und a2 



der Winkel zwischen einer Kante 
und der gegenüberliegenden 
Grenzfläche 



Gleichungen 



9 = 109Ö a8' 16" 



Yj = 125° 15' 52" 



/. Das Dodekaeder. 



die Achse 



die Höhe 



A 



^lc^\ 



+ zVl^ ^^V^ 



Vs 



h = 



2k 



die Entfernung des Mittelpunkts 
Yon den Ecken 



die Entfernung des Mittelpunkts 
von jeder Grenzfläche 



das Perpendikel zwischen zwei 
Kanten 



Y5-^^ r V7 



f: 



+v 



d = 



Vs- 



vi-x ^ yj 



die Kante ausgedrückt durch den 
Halbmesser der umschriebenen 
und eingeschriebenen Kugel 



der Halbmesser der umschrie- 
benen Kugel ausgedrückt durch 
die Kante tmd den Halbmesser 
der eingeschriebenen Kugel 



P^jcy y+sVs 



k = 



VT 
= »• 1/2(25-111/7) 

= 0,71364/2 = 0,89805 r 



Ä = 



_ iki/öd/io+v*) 






8 



= rViVs-^Y~S 
= 1,40126 A; = 1,25841 r 
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Ge8a«]|t 


Gleichungen 


der Halbmesser der eingeschrie- 
benen Kugel ausgedrückt durch 
die Kante und den Halbmesser 
der umschriebenen Kugvl 






— 1,1135»* = 0,794655 


der Halbmesser des einher Grenz- 
fläche umschriebenen' Kreises 
ausgedruckt durch die Kante 
und den Halbmesser der um- 
schriebenen und eingeschriebenen 
Kugel 


' »5 

= r(3-l/s) 

— 0,85065 Te = 0,60706 Ä 

= 0,76393 r 


die Anzfihl der Ecken, Kanten, 
Flächen und Kantenwinkel 


E — 20; iC = 30; J^ — 12; 
W= 60; 


die Kantenwinkel 


a — ai = aj = 108® 


der Neigungswinkel der Winkel 
a| und a2 


,p = ii6« 33' 54" 


der Winkel zwischen einer Kante 
und der angrenzenden Seiten- 
fläche 


,, = 1».« 43' 3" 


g. Das Ikosaeder. 


die Achse 




^ _ fc j/T+VT 


die Höhe 


,_fcl/7 + 3V5 


die Entfernung des Mittelpunkts 
▼on den Ecken 


2 f 2 



6* 
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tHInfter Abschnitt. Poly«dr«iiiietrle. 



Geraoht 


Gleichungen 


die Entfemong des Mittelpunkts 
Ton den Grenzflächen 


rf_ * 1/7+3V5 

i f 6 


dieliante ausgedrückt durch den 
Halbmesser der umschriebenen 
und eingeschriebenen Kugel 

1 




' 10 

= rVi{i Vs) 

— 1,05146 Ä = 1,32317 r 


der Halbmesser der umschrie- 
benen Kugel ausgedrückt durch 
die Kante und den Halbmesser 
der eingeschriebenen Kugel 




B k Vxo+.VT . 
/• 4 


=.ry3 V5-*V7 

= 0,95106 Ä: = 1,25841 r 


der Halbmesser der eingeschrie- 
benen Kugel ausgedrückt durch 
die Kante und den Halbmesser 
der umschriebenen Kugel 

• 


12. 


_-«]/3V5(5 + »V7) 
»5 

— 0.7S577 * — 0,7946s -B 


der Halbmesser des einer Grenz- 
fläche umschrieben»! Kreises aus- 
gedrückt durch die Kante und 
den Halbmesser der umschrie- 
benen und eingeschriebenen Kugel 




1/3 ' IS 

-r(3 Vs) 

0,57734 Ä: 0,60706 Ä 
— 0*76393 r 


die Anzahl der Ecken, Kanten, 
Flächen, und Kantenwinkel 


E — i2\ K zo\ F 20; 
W= 60 


die Kantenwinkel 


a — io8<*; a, — aj — 60® 


der Neigungswinkel der Winkel 
a, und tt] 


9 — 138O 11' 23" 


die Winkel zwischen einer Kante 
und der gegenüberliegenden 
Grenzfläche 


Tj = 1440 44' 8" 
7]i— iio» 54' 19" 
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Ä. Das schiefe dreiseitige Prisma. *) 



Gegeben 



Gesucht 



_ g+P+T 



_a+P+T 



der Winkel, welchen 
die a und ß Ebenen 
bilden 

*) a, ß, Y ^^^ ^^® ^ 
eine Ecke bildenden 
ebenen Winkel; die 
a Ebene ist alsGrundr 
fläche angenommen; 
k die Kante zwischen 
der ß und y Ebene. 



Gleiohimgen 



sin 9 



2I/ aina . 8in(a— a)8in(a— ß)sin(a— y) 

_L : * _ , 



sina . sin ß 



oder 



. 9 ^/si 
Bin -2- =r y — 



sin (g — g) sin (q — ß) 



sin a . sin ß 



der Winkel, welchen 
die a und y Ebenen 
bilden 



_ g-f ß-hT 



^j T» 4» 



der Winkel, welchen 
die ß und y Ebenen 
bilden 



die H5he 



sin 1}; = 

il/sina . 8in(a— g)sin(a— ß)sin(^— y) 



sin g . sm Y 



oder 



sm -5- = y — 



sin (a — g) sin (a — y) 
sin a . sin Y 



sin ^ = 

2l/sina . sin(a— g)8in(a— ^)8in(ö--Y) 



sin p . sm Y 



oder 



sm 



-V' 



sin (a — ß) sin (a — y) 
sin ß . sin Y 



A = A; . sin Y • sin ^ 
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Ftliifter Abschnitt. Polyedrometrie. 



i. Die gerade Pyramide. *) 


Gegeben 


Gesucht 


Gleichungen 


X, k, h 

ky a 
k, 8, X 


eine Seite der Grundfläche. 

*) n ist die Anzahl der 
Seiten der Grundfläche; X 

i8oO 
— ; 8 der Neigungs- 
winkel der Kanten gegen die 
Grundfläche; Areiner Kante 
der Pyramide; h die Höhe; 
a eine Seite der Grund- 
fläche ; a der Winkel zweier 
Kanten am Seheitel ; ß der 
Neigungswinkel derSeiten- 
und Grundfl&che; f der 
Neigungswinkel der Seiten- 
flächen gegeneinander. 


1 


a= asin X j/A;2 — Ä2 

, . OL 

— zk . sin — 

— aA; . cos8 . sinX 


a, h, X 


eine Kante 


k "* 


. a 

asin ^ 
a 

a 


^ a cos S . sin X 


a, P, X 

*, X, a 
ö, 8, X 

*> «1 X 


die Höhe 


h — — tgß.cotX 
z ^ 


|/ä;2 . Bin» X "*' 
sinX 

= — tg 8 . cosec X 
a 


=Ä:l/cos2|^~-cotn.sin» ^ 
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Gegeben 
«, X 

8, X 

o, A; od. 
h, X od* 

ß, X 

8, X, a, od. 
X, a, od. 



X, 5 

h, k 
p, X 



Qesucht 



der Neigungswinkel der 
Seiten- und Grundfläche 



der Winkel zweier Kanten 
am Scheitel 



der Neigungswinkel der 
Seitenflächen gegen ein- 
ander 



der Neigungswinkel der 
Kanten gegen die Grund- 
fläche 



Gleichungen 



cosß 



tgP 



tg — cotX od. 

tgS 
cosX 



a 
sin — 

2 



= -=- = C0B8.8inX od. 
2k 



cot — = 



cosX 
cosß 



sin 



cos $ . sin 2X cos X 



Bina 



a 
cos— 

2 



, ^ Y BinX.sin 8 

od. cot -=- = r — 

2 cosX 



sin 6 =-r- od. 
tg $ = tg ß . cos X 



k. Das Rhomboeder. *) 



- 



Gegebien 
k, a, <p 



Gesucht 



die Höhe 

I 

*) OL ist der von zwei 
Kanten gebildete Winkel; 
to der Neigungswinkel der 
Grundfläche mit einer Sei- 
tenfläche; t der Neigungs- 
winkel zweier Seitenflächen. 



der Neigungswinkel zweier 
Seitenflächen 



Gleichungen 



h^=:k . sina . sin^ 



. t 

2 



2 cos 
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FUnAer Abschnitt Polyedrometrie. 



Gegeben 



Gesucht 



Gleichungen 



der Neigungswinkel der 
Grundfläche mit einer Sei- 
tenfläche 



sin9 



i/ • « a 3 a 
2 1/ sin3 — sin ^i— 
f a a 



sin* a 



_>^' 



4 cos* — — I 

— od. 



2 cos* -— 



• 9 
sm — 



l/! 3 a . a 
1/ sm ^i — sin — 

— r 2 z 



sin a 



od. 



cos — = 



2 cos — 

2 



Z. Das Polyeder. *) 



a, ofj, «2 



X, p 



die Neigung der "W'inkel 
a| und a,. 



cos 



? 



cos g — coB g^ . cos ttj 

sinOfSinaj 



) 0^) «1 t «3 sind drei 
einen Körperwinkel bil- 
dende ebene Winkel. 



COSg — cos* OLy 

T-;« fiir ai=aJ 



sin'ai 

X 
cos 

od.8in±= * 

2 



. a 
Bin — 

2 



.^ ß sin «j 



sin 



i, f 



der Winkel Ewischen einer 
Kante und der gegenüber- 
liegenden Grenzfläche in 
einem dreiseitigen Körper- 
winkel 



a 

2 cos — 

2 



, wenna = a| =03 



mi^ s= sina . siuf 



TafekX. Die Etka und;Aie eckigen Kdrper. 



Gegeben 



ß, By r od. 



<p, R, r 



r, ky ß od. 



Ä:, ß, 9 



en 



Gesucht 



äne Kante des Polyeders. 



*) n^ die Anzahl der 
Seiten einer Grenzfläche. 



k, X, ß od. 



k, X, ^ 



X,ß,iiiod. 



»•> ß> 9 



r, X, ß od. 



der Halbmesser einer dem 
Polyeder umschriebenen 
Kugel 



Gleichungen 
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k = 



»sin ^ yi22 


r2 


2 1/^2 sin» ^ 


-r2 


• 9 
sin — 

2 






2 





Ä; 



a6o<* 
♦) ß = ; n die An- 

zahl der Grenzflächen, die 

360® 

eine Ecke bilden ; X = ; 

n 

1 = 90»-1; 



-l-r=90" 






*) (p die Neigung der 
Ebenen der "Winkel «i 
und 02;^ der Halbniesser 
einer dem Polyeder um- 
schriebenen Kugel; r der 

einer eingeschriebenen 
Kugel; r| der Halbmesser 
eines um eine Grenzfläche 
beschriebenen Kreises. 



. ß 
2 sin— cos 
2 2 



— 1/ I— sin*-^ em^— 

cp f 22 



R = 



A; . sm — 

2 



1/ • 2 P 2 ^ 

1/ sin» -s- cos» — 

f 2 2 



I. • ^ 
ä: . sm — 

2 



2 |/sin 



— L-L Bin J_ 

2 2 



. X 
2 sin — 

2 



1/ sm^—^— ^ sin 



ß-Ii. 



l/i^si 



2 2 



Sin» — sin» 



ß . 9 

cos— sin — 

2 2 



= r.tg^tgi=-^/r»-|-r,» 



90 



Fttnfter Absehnltt. P(^y«drometrie. 



Gegeben 



22, r od. 



(p, Rf k od. 



fc, tp, ß 



X, ß, 22 od. 



fc, X, ß 



ßi X, ^ od. 



ß, X, ji. 



Gesucht 



der Halbmeaser eines um 
eine Grenzfläche beschrie- 
benen Kreises 



der Halbmesser einer dem 
Polyeder eingeschriebenen 
Kugel 



Gleichungen 



= 1/^3— r» == 



. ß 

2 



r t=r sm 



inij/^nZ 



— tg-'-cot — 

2 2 2 



cot — cot — 12 



«.cot— COS — 



y^^ 



COS^ — 

2 



fc.COt-^ COS — 



y7h 



X + tl^ . X-^ 



% 1/ sin — = — - sin 

2 2 

2 COt-*V COS — 



2 1/ sin • — :— ^ sin 



P + fl' „;. ß-rt 



^)'^ wenn nicht anders angeführt, ist W die Summe aller Kanten- 
winkel ; N die der Flächenwinkel ; S die der Seitenflächen ; K die 
der Kanten; E die der Ecken; h die Höhe; k eine Kante. 



Tafel XL Die gemde Linie. 
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t 

VI. Abschnitt. 

ANALYTISCHE GEOMETRIE 

DER EBENE. '^* 


Tafel XI. Die gerade Linie. ')* 


Gesucht 


Gleichungen 


die Gleichang einer Geraden, 
welche durch den Anfangspunkt 
geht 


a) fUr rechtwinkelige Coordinaten : 

y — ax 
h) für schiefwinkelige Ooordinaten : 

sina 


^ flin(<p — a) 


die Gleichung einer Geraden, 
welche nicht durch den Anfangs- 
punkt geht 


a) für rechtwinkelige Coordinaten : 

y = ax -^ b 
h) für schiefwinkelige Coordinaten : 

sin a , - 

y — -r—, r + h 

sin (cp — a) ' 


die Gleichung einer Geraden^ 
welche durch den Punkt (sCi» ^i) 
geht 


a) für rechtwinkelige Coordinaten : 

y y^ — a(x x{) 

h) für schiefwinkelige Coordinaten : 

sina . . 

^ ^* sin(<p — a) ^ *' 

c) für Polarcoordinaten: 

r8in(« — 9) = ri 8in(<i — <p) »)* 
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Sechster Abschnitt. Analytische Oeometrie der Ebene. 



Gesucht 



die Gleichung einer Geraden, 
welche durch zwei Punkte (x^ , 
yi und «2, 2^2) g6^* 



die Gleichung einer Greraden au8> 
gedruckt durch die Abschnitte 
der Achsen 



die Coordinaten des Durchschnitts- 
punkts der Geraden : y^zax-\-h 
und: y = a^x -{- ftj 



die Gleichung einer Geraden, 
welche mit : y =^ ax -\-h oder : 
y = mx -]- & II läuft 



die Gleichung einer Geraden, 
welche mit : y = aa; -(- & || läuft 
und durch einen Punkt {x^y y{) 
geht 



die Gleichung einer Geraden, 
welche mit der Geraden : y^=ax-\-h 
einen Winkel v einschliesst und 
durch den Punkt (xj, y^) geht 



die Gleichung einer Geraden, 
welche auf: y = ax -|- 6 oder : 
y=fiix-(-6J_ steht 



die Entfernung zweier Punkte 
(Xp y^ und Xj, y^) oder (r, / 
und rj, ^1) Yon einander 



Gleichungen 



X| — X2 



«+yi — 



yv—y% 

X* — Xo 



X, 



°d- y-yi=^*-^ («-».) 



Xj Xj 



^ + i^ = I 

p q 



ht — 6 ab, — a,6 

X = -^ ; y = — * i- 

«1 — o a — Ol 



a) für rechtwinkelige Coordinaten: 

y = ax 4- ^1 
h) für schiefwinkelige Coordinaten: 

y = mx -j- 6j 



y — yj = a (x - xi) 



a + tg ü . 

y — yj = ! 2— (x — Xj) 

I — a tg V 



a) für rechtwinkelige Coordinaten: 

y = — -i- X + 61 
a 

h) für schiefwinkelige Coordinaten: 

1 -\-m . cos (p 



y 



m -|- cos (p 



X + 61 



a) für rechtwinkelige Coordinaten : 
<* = l/(x,-a!,)»+(y,-y,)S 

6) für schiefwinkelige Coordinaten : 
cf2=(Xi-X2)2 + (yi-y2)2 

+ 2(xi— X2)(yi— y2)cos<p 

c) für Polarcocrdinaten : 
d= l/r*+rj2 — 2rri cos(^ — ^j) 



Tafel XI. Die gerade Linie. 
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Gesucht 



die senkrechte Entfernung eines 
Punktes (sB^yi) von der Geraden: 



der Winkel, welchen zwei die 
Coordinaten-Achsen schneidende 

Geraden : y = aas + ^ ^^^ ' y = 
Oia;-|-6i oder: y = m« -|- 6 und : 
y=:mYX-\-hi einschliessen 



■ 



die Gleichung einer Senkrechten 
aus dem Anfangspunkte des Co- 
ordinatensystems auf eine die 
Coordinaten-Achsen schneidende 
Gerade 



Gleichungen 






tgB = 



a) für rechtwinkelige Coordinaten: 
tg«! — tgg _ a^—a 

h) für schiefwinkelige Coordinaten : 



tg8 = 



i+tgtti.tga 



mj.sin^ — m.Bin^ 

I -\-fn . cos^p-[-TO 1 . cos?p-j-wim ^ 



y . cos Y -\- 35. cos P = -P oder 

y.C0SY + 35.008 ß = o 



4^* 



^)* Wenn nicht anders hemerkt, so ist das Coordinaten-Bystem 
stets ein rechtwinkeliges. 

^)* a ist die trigonometrische Tangente des Winkels, welchen 

die Gerade mit der a;- Achse einschliesst ; h die Entfernung des 

Punktes, wo die Gerade die y- Achse schneidet, von der a;- Achse; 

cp der Coordinatenwinkel ; t der Polarwinkel; r der Badius-Yector ; 

sin a sin ai 

; aundai die Winkel, welche 



m 



m, 



sin («p — a) ' '"' sin (<p — aj) 
die Geraden mit der x - Achse einschliessen ; p und q die Abschnitte 
auf der positiven x> und y- Achse respective. 

')* rj, <! sind diejenigen Werthe von r und <, welche dem 
Punkte (x,, ^i) zugehören. 

^)* ß und Y sind die Winkel, welche das Perpendikel P mit den 
Coordinaten-Achsen einschliesst; die zweite Formel zeigt, dass die 
Schneidende durch den Anfangspunkt geht. 
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Tafel XII. Die Kegelschnitte. •)' 


a. Der Kreis. T 


Gesucht 

1 


Gleichungen 


die allgemeine Kreisgleichung 


(a;— a)2 4- (y— 6)2=^2 od. 
2/ — 6-f'|/r2 — (05 — a)5J; od. 
x^ +y^ + ÄX + By+ C^o^y 


1 

die Mittelpunkts - Gleichung 


a)für rechtwinkelige Coordinaten: 


od. y =5 l/r2 — 052 

h) für schiefwinkelige Coordinaten : 
{x-a)^+(y-by + z(x-a) 
(y — b) coscp — r^ 


die Scheitel - Gleichung 


x^-\-y^ zrx; od. 
aj2-^2/2 — — 2rx 


die Polar - Gleichung 


z — 2 r . cos to 


die Gleichung der Tangente 
die Länge derselben 


y yi = ^^ (x »i); od. 
yyi + xxy=r^; 




die Gleichung der Normale 
die Länge derselben 


y yi — l^ix-^Xj); od. 
y — ^* x; od. yjCi y,«— o 

Xy 

N =r 



T«fel Xn. Die Itegelschaitte. 
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Gesnoht 


Gleichuiigen 


die Länge der Subtangente 


zrxi — xf 
r — «1 


die Lange der Subnormale 


^n - ^1 


die Länge eines Bogens 






der Krümmungshalbmesser 


P .. '• 


der Halbmesser 






der Centri- Winkel 


der Anzahl von Graden im Are 


i ,0 

der Länge des Are . „^„ 


am 
360O 

der Anzahl von Graden im Are 


der Anzahl v. G*ad. im Are = r 

der Länge des Are ^ ^^^^ 

57«, a9577 

, « J S^QO^ 180O« 


r^it «/Tt irr 


b. Die P 


arabel. »)* 


die Parabel-Gleichung, der Anfang 
im Focus 


2/2 — ajpa; + p"^ 


die Scheitel-Gleichung 


yi-^2,px; od. y = 4-l/apa; 
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Qesacht 


Gleichungen 


die Polar - Gleichung 


a) der Pol im Scheitel: 

cos^ 
sm' t 

b) der Pol im Focus: 
P ^ P 


I -f- cos < % cos^ ^ t 

2?(cos t + 1) 
I — cos2 t 


die Gleichung der Tangente 
die Länge derselben 


y — yi—^ (a; — »i); od. 
yyi—p(<c+x^); od. 

y—yi—tv — i^ «1) 
p I 

sin t ' cos^^ 


die Gleichung der Normale 
die Länge derselben 


y 2/1— ^^(^ «1); od. 


l/-,2 1 -. 2 >* 


^^ lä'' acos'i« 


die Tiänge der Subtangente 


* * sin < 


die Länge der Snbnormale 


p.sin^ 


» ^~ (I + CO80^ 



•^. 



Tafbl XII. Die Kegelscbnitte. 



«7 



aaa 



Gesucht 



der Krünunungs - Halbmesser 



derselbe für den Scheitel 



die Länge eines Bogens vom 
Scheitel anfangend 



Käherungswerth desselben 



die Länge eines Bogens abge- 
schnitten durch eine Doppelt- 
Ordinate 



die Goordinaten des Erümmungs- 
Mittelpunkts 



das Perpendikel vom Brennpunkte 
aus auf die Tangente 



Gleichungen 



(P+^^i)^ W+P^) 



P= T7= 



Vp 

(2 r)^ _ HP 

VT" p' 



p 



cos^ ^t 



9=P 



•=?{i/f(^)+ 
—{■+16!)'-!^)} 

•)• od. 



a = — (p+»i); ß = y»p*i 

4. ip + io:i)V'^i . oder 



V 



p 



pi^pü 



die Gleichung der Evolute 



p,=JL.(^=^, od. 



ß2+2a* 



(■+f) 



o •«) 



.«\* 



98 



Sechster Abscbuttt Analytische Qeometrle der Ebene. 



Gesacht 



die Gleichung der Parabel mit 
Bezug auf conjugirte Durch- 
messer 



die Gleichung der Parabel mit 
Bezug auf zwei Tangenten, als 
Achsen 



die Gleichung der Tangente in 
diesem Falle 



Gleichungen 



yi' = 



2 — a«, 



P 



9\* 



2p 



sin^ tti ' 



(t) V (f )*- 



^1 I Vi 



+ 



{ax)i (by)i 



c. Die Ellipse. ^T 



die Mittelpunkts - Gleichung 



die Scheitel - Gleichung 



die Lange der Snbtaogente 



©V (f )'=..- 

b r 

y = — l/a2 — 05* ; od. 
y2 = (i-t2)(a2— aj2) 



2 P^ 

y^=.%px — — 



od. 



= (i — e2)(2aa; — sc^j; od. 



s= — l/a» — «2 ; 



y* = 3^(i + e)«ra — -^j 



od. 






a:,2 



X 



1 



a — sci 






Tafel XIL Die Kegelscbnitte. 
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Gesucht 



• 



die Polar - Gleichung 



die Gleichung der Tangente 



die Länge derselben 



Gleichungen 



a) der Pol im Mittelpunkte: 

ab 
r^ = - 

(h^ coa^ t + a^ sia^ t)i 
b 



|/ 1 — e^ cos' t 



f I — e* 008 



cos 2 t 

b) der Pol im Focus: 
_ o»— e^ _ o(i^ea) 



a -\- e . cost 1 -\- t . e<Mt 

_ P 

I -|- e . cos < 



a^yyi-^b^xx^=^a^b^; od. 

_x\yT=^. 



od. 



XX 



I ^ 52 — ^' 



!r= 



6^ V-* 3/1^ + ^**1^ 



aa?i 






_ oyi 






2-2 



fX 



7* 
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Oesttoht 



die Gleichung der Normale 



die Lange derselben 



die Länge der Subnormale 



die Summe der Krümmungshalb- 
messer in den Endpunkten zweier 
conjugirter Durchmesser 



Gleichungen 



— «. -— — £Li (v. — 



y — y\ 



62aji 



(X — Xy) 






X 



iVi^ 






g f ai 



__{a2 — 62)a.J 



=i^l/^ 



e2a;2 



t^xi« 






Ä 



g^ /»2 



^l) 



= (i-t2)a:, 



die Winkel, welche zwei 

Supplementär - Sehnen mU der 

Abscisöen-^chse einschliessen 



der Winkel, welchen zwei 

Supplementär - Selmef mit -m- 

ander einschliessen 



''+"»=1^+Vl^ 



tgß = 



^(g2~xi2)* 



tgT = 



6^ 



aj| — g 



(?'-=«i')[* 



»1 -f- g 



; und 



tgß.tgY==- 



62 



tg9 = — 



2g62 



(«» - ft») y. 



Tafel XU. Die KegelücbniUe. 
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Gesucht 



GleichoDgen 






{a'(iox,— «,»)-|-i»(o-«i)»}i 



der Krümmungs - Halbmesser 



a*b 



a& 



in* 



^ a(i--e') 
(i — «2 sin^ «p)^ 



a*M 



iV^3 a2 



JP 



6* a* 6* 



_{a* — (a2— 62)a;i2}4 



die Länge desselben für den End- 
punkt der grossen und kleinen 
Achse respective 

die Lange desselben an der Stelle, 
wo die Kormale mit den beiden 
Achsen einen Winkel = 45 ° bildet 



die Gleichm^ der' EBipse für 
conjugirte Dmrchaieiuser 



62 



a- 



^ = ■^-"6" 



a^h^V 



8 



(a^+h^)^ 



—j-t-i-r— ^» 



a,- • hl 



wo' 



auch istai2 + 6,2=o2^62 

ah 



iiiid&| = 



ab 



Va2 8in2 a j + 62 eos2 a^ 
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GMQcht 



die Coordinaten des Krümmungs- 
mittelpunkts 



Gleiehimgen 



a 



e2 a:,2 



a' 



o' — ft2 e'^x? 
-. — ac,* = — ^.-'- 



a' 



a' 



P- P 



die Gleichung dßr Evolute 



der umfang derselben 



die Länge des Perpendikels aus 
demFocus ikid dem Mittelpunkte 
respeetive auf die Tangente 






6a3 



K ^\.' 



i 



= (««.>)l;od.(|)V(|)L,; 
od. a^+l^'TI^.ßirrra^e*; 



62r 
P2=-^-^;und 



2a — r 



P2 



a^&a 



i aa + 62— rj» 



die Lfoge de« elliptischen Qua- 
dranten 



8 



-?{-'*')'-*(H-)' 



Tafel Xn. Die Kegelschnitte. 
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Gesucht 


Gleichungen 


Nähemngs - Werth deaselben 
die Länge eines EUipsen-ümfanges 




-f{*('+T)+?| 

wonn 1 — j — cos 9 


> n|/-'+*'... »r 


d. Die Hyperbel. *T 


die Mittelpunkts - Gleichung 


62a.2 — a2y2 — «252. oder 
a^ 62-'; od«' 


y =r — 1/052 _ ^2 . oder 

— 5- — -^~ = I ; oder 

y» - (' - e») («» - *') 
= (t»-i) (««— 0») 


die Scheitel - Gleichung 


— (t2_i)(2ax + «'); od. 
6 


y = ~|/a:2-2aaj 


= y^(t+i)«(|— ») 



Tafel Xir. Di« Kegelschnitte. 
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ttK^ 



GmucM 



die Gleichung der Nonntde 



die Länge derselben 



die Länge der Subnormale 



der Krümmungshalbmesser 



derselbe für den Scheitel 



Gleiehnngen 



y-~yi = — p^(aj—aji); od. 

y— yi=+ 1) , — (a!-a!iJ| 



S. = ^=(e»-0«.. 



P = ^6 



p=j 



62 



P 



a 
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1 

Gesucht 


• 
Gleichungen 


die Länge des Perpendikels aus 
dem Focus und dem Mittelpunkte 
respectiTe auf die Tangente 


po ^'r ^ an^ 


r- za' ^ r} a^+ft» 


die Länge eines Bogens vom 
Scheitel anfangend 


{(15 a + 21 Ä) 62 -j- 19 a^h\d 


. (15 a 4" *^ Ä) 6^ + 9 a^ A 

( ioa»Ä \ 
~\ (i5<H-»iÄ)6»+9a»A| 

14). 


die Coordinaten des Krümmungs- 
mittelpunkts 




P M «»V«'-' 


V 

die Gleichung der Evolute 


C>+*0 (-'+*') -'■•"'•! 

(aa)*-{&ß)*-(a'+6')* 

— (a* t»)* ; od. 


die Gleichung der Hyperbel mit 
Besug auf conjugirte Durchmesser 


(5)-(Ö--— " 

af — h^ — a2 — 62, wo 


' a^an^ai — 62cos2«j 


' a^ sin^ c»2 — ^' cos^ aj 


die Gleichung der Asymptoten 


. 6 



Taful XII. Die Kegelschnitte. 
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Gesuclit 


Gleichungen 


der Aflymptoten- Winkel 


f b 


tg ^ - - l/e» I 
2 a ^ 


die Gleichung der Hyperbel auf 
ihre Asymptoten bezogen 


«' + ^* 1.1 

4 


die Gleichung der Tangente 

• 


y Vi— ^^ (aJ — «i); od. 

yi(x xi) + xi(y yi) — o; 
od. yxi+xy^ = 2Xiyi=2k^ 


die Lange des Perpendikels auf 
die Tangente 


P- ^^" 


(X» + y^)^ 


die Gleichung der gleichsei- 
tigen Hyperbel 


yi — sc' -|- a' 


der Krümmongshalbmesser 




die Gleichung der Evolute 


(„)l_(ß)l_(,a)* 


die Lange der Subnormale 


8 - "•'. 


die Lange der Subtangente 


8, = -x, 


der Asymptoten - Winkel 


l = «. 


die Gleichung der gleichsei- 
tigen Hyperbel auf ihre Asymp- 
toten bezogen 




der Xr&nmimgshalbmesBer 


P= . am» 


die Gleichung der Evolute 


(a + ß)*-(o-p)*=(4m)* 
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^)* Xy y sind die laufenden Coordinaten ; a;,, y^ die des Berüh- 
rungspunkts. 

^)* a, h sind die Coordinaten des Mittelpunkts; r der Halb- 
messer des Kreises ; st eine Sehne ; w der Winkel zwischen ihr und 
dem Durchmesser ; ^ der Goordinaten-Winkel ; y ein Oentri- Winkel ; 
J der Inhalt des Sectors; s der Bogen. 

3)* B ist statt — zb; A statt — za; C statt a^ + h^— r^ 
gesetzt. 

*)* Der dem Halbmesser gleiche Bogen ist = 57^* 17' 44" , 81 ; 

derselbe in Graden = = 57^,29578 ; derselbe in Minuten 

180« . 60O , ^ j 11. ' o j x8o0.6o«.6oo 
— = 3437 ,746771 ; derselbe m Secunden = 



= 2o6264",8o6 ; log = 1,758123 > log — = 3*536274; 

, 180O.60O.60O , i8oO „ , 180« . 60» 
log = 5,314425; /n—— - = 4,048227; fo» 

TZ 1t TC 

, 180O . 60« .60» ^ ^ 

= 8,142572; In ■ = 12,230916. 

TT 

*)* a ist die Achse; y die Ordinate im Focus =^ p == dem 

+ ü p -\- y^ 
^- = ^ ; < der Polar- 

2 2p 

Winkel; ^ = -^ =? der Entfernung des Brennpunkts vom nächsten 

2 

Scheitel; a und ß die Coordinaten des Krümmungs- Mittelpunkts. 

<*• 
•)* Wenn— ein kleiner Brach ist. 

^)* Hier ist a die Abscisse und (2 die Ordinate; die Formel ist 
nur für praktischen Gebrauch. . . 

*)* Nur für negative Werthe von a möglich. 

0)* a| ist der Winkel, welchen die conjugirteu Durchmesser ein- 
schliessen = dem Winkel der geomeferiscfien Täfig^nte unid'^der 

p 
fl;- Achse; tg aj = ^ ; o = 2 p. 



Tafel Xlf. Die Kefelscfanitte. 
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^^)* a ist die halbe grosse, b die halbe kleine Achse; e die 
lineare Excentricit&t =: 1/«* — h^ ; e die numerische Excentricität 

= 5^ i- = 1/ i ; pz=^- = a(i — c2) = 6l/i — «' 



ex 



= g' (i -{- e); r der eine Radius-Vector = a-\ = a~{- sx] r^ der 



a 



ex 



andere = a ^ = a — eaj; r-\-r 



a 



r a^ '^- ex 

* ' r, a^ — ex 



as der Abstand der Brennpunkte Yom Mittelpunkte; rj der Kadius- 
Vector vom Mittelpunkte aus ; q . die Entfernung des Focus vom 
nächsten Scheitel = a (i — s); a^^f b^ die halben conjugirten 
Durchmesser; Oi und a^ die Winkel, welche sie mit der grossen 
Achse bilden. 

^^)* 9 ist der Winkel, welchen die Kormale mit der grossen 
Achse ein^^chliasst 

^^)* Hier ist a und 6 die grosse und kleine Achse respective; 
die Formel ist nur für praktischen Gebrauch. 

^^)* a ist die halbe grosse oder reelle, h die halbe kleine oder 
imaginaire Achse; e die lineare Excentricität = l/a^ -{-b^; e die 

numerische Excentricität = i- ==1/i4-— ; P = — 

a f ^ a ' o, 



xe 
a 



= fia;-f-a; rj = ^- a=^tx — a; r — ri=2a; 

2 = (fi — i) a. 



35« , 

r = — + <* 
a 

r 056 -j- o* ^ 



056 






^^)* Hier ist a imd h die grosse und kleine Achse respective; 
h die Abscisse; d die Ordinate; die Formel ist nur für praktischen 
Gebrauch. 
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vxssga 



Tafel XIII. Linien höherer Orade. ')' 



a. Algebraische Linien. 



Gesacht 



die allgemeine parabolische 
Gleichung 

die Gleichung der Tangente 
die Länge der Subnormale 

die Länge der ßubtangente 

die Länge des Perpendikels aus 
dem Anfangspunkte auf die 
Tangente 

die Länge der Tangente zwischen 

dem Berührungspunkte und dem 

Fusspunkte des Perpendikels aus 

dem Anfangspunkte auf die Tangente 



die Gleichung der cubischen 
Parabel 

die Länge der Subtangente 



die Länge der Normale 



die Länge der Subnormale 



der Krümmungs - Halbmesser 



die Gleichung der semicubi- 
sehen (Neirschen) Parabel 

die Länge der Subtangente 



Gleichungen 



n» ziz: o«»~l X 



y 



w*aJi (y — yi) = yi (a; — a:i) 



8 



yi' 



a 



m-1 



myi 



mxi 



m-2 






3 a^ y = a;' ; oder y^ 
^t == 3 «1 

syi 

4 «8 xf 



p^ X 



3 ay^ = 2x^ ] oder y^ = px^ ; 
oder py^ = x^ ^)* 



3 
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Gesucht 



die Lange der Normale 



die Länge der Subnormale 



die Coordinaten des Erümmungs- 
mittelpunkts 



die Gleicfanng der Evolute 



der Krümmungs - Hflilbmesaer 



die Lange eines Bogens vom 
Scheitel uifangend 



die Gleichung der Cissoide 
des Diocles 



die Polargleichung derselben 



die Gleichung der Tangente 



Gletchuagen 



N = 



V9yi^+4jpyi 



s_ 



3 



f,=,(,+.,)(Ä)* 

8i aß2 = i6 ji a ± (a« — 6oa)H^ 
._(if±3^i)^ od. 

^ ^ (4 j> + 9 x{)i — (4p)^ 
27 pT 



y' = 



X' 



%a — X 



od. 



y = + l/_^i_ 
— r za — X 

r, = aa.tg^.sin^ 

J X. U 

* |(za-a!i)»J 

{(3 <* — *i) a; — «»1)} od. 

(3 a— x,)l/«7 

»-yi= V- (ar-ae,) 

(aa — «i)T 
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G«8iioht 



Gleichungen 



die Länge derselben 



die Gleichung, der Normale 



die Länge derselben 



die Länge der Subtangente 



die Länge der Subnormale 



der Erümmungs - Halbmesser 



T= 



CkXi ^8a — 3 051 



y— yi=— 



die Coordinaten des Erümmungs- 
mittelpunkts 



die Gleichung der Evolute 



die Gleichung der H e x e ( W i t c h) 
von Agnesi 

die Länge der Subtangente 

die Länge der Normale 
die Länge der Subnormale 



(3a — a?i)"|/aa — x^ 

(za — Xy)^ 
(Zar—xi)'\fx[ 

yZaXy—Zxf 

N=ax4^ r- — 

(2 a — x^) 

* 3 o — a?! 

° (a a — x^) 

^ (Sa — 3x1)^ a Xy^ 
P , Ziza-r-Xy)^ 

(120 — 5«!) ^ 



(05— OJi) 



' 



a = — ax 



*3(2a— «i^) 



i\ > 



ß = 



8 a l/ccj 



31/70" 



Xa 



27ß* + ii52a2ß2_|_4096a3a=o 



xy =t za {lax — x^)^; od. 



xy 



2 — 



4.a2 (2 a — at) 



s.= 



(2 a — ajj) Xj 



a 



1/2 oxi^ — aJi* + 4 ö* 
A = 2 a Z 

5C/ 



Ä 



4 a* 






Tafel Xin. Ltnien hOherer Grade. 



Oesacht 






die Gleicliang der Oonchoide 
(Muschellinie) deg Nioo- 
demus 



die Polftrgleichung denelben 



die Gleichung der Tangente 



die Lange derselben 



die Gleichung der Normale 



die Lange derselben 



die Lange der Subtangente 



die Lange der Subnormale 



der Krümmungshalbmesser 



die Coordinaten des Krümmungs- 
mittelpunkts 



Gleichungen 



113 
— 1 



=:(a2-yJ)(6 + y)a; od. »)* 

y* + i6y3 + (62 — a2+a!»)ya 
— za^hy — a' 6' s= o ; od. 

=(7+0 V^^^^' 



X 



r = a-|- 



008 < 






ViV 



y—vi 



yf + o* 6 



.'V 



ö^— yi 



f («5 — «1) 



a^h + yf 



^* yi V a'-yi^ 



-.sV 



«'— yr 



^^_ aiyi^ + ^hy^ + a^h^) ^ 

y^ iy\+z^\ —»«'*) 
yi(yi'+3*yi^ — »«'^) 



8 



a = — 
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Sechster Abschnitt Analytische Geometrie der Ebene. 



Gesucht 



die Gleichung derLemniscate 
von Bernoulli (Schleifen- 
linie) 

die Polar-Gleichung derselben 
die Gleichung der Taugente 



die Lfinge derselben 



die Gleichung der Normale 



die Länge derselben 



die Länge der Subtangente 



die Länge der Subnormale 



Gleichungen 



(a.2 _[_ y2) — . j <j2 (a.2 — y2) od. 

*)* 
(«2 + y^)^= a' (a;2 — y^) wenn 

2a^ mit a^ yertauscht mrd 
r* = a o' . cos 2 < = a^ . cos 2 < 



y—vi 



yi{a^+2Xi^ + %yfr 



— «f) 



T=z 



Xi{a^ — zx^ — zy^) 



o . süi < V cos 2 < 

cos t {l — 2 cos 2 

y—Vi 

x^(zxf-\-zyf-^a^y 



— «i) 



K=z 



^'^V^\'\-y\ __qVcos2< 



a'^-\-zxf-\-zyf i-f-2C0S2< 



* «1 («2 2 «i' — 2 yf) 



a . BUL^t (l + 2C0S Zt)}/ cos 2 t 

cos t{l — 2 cos 2 



^ _ x^ (pa — 2X1^ — zy^^) 



a . cos t(i — 2C0S 20 k ®os zt 

l-^ZCOBZt 
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Gesacht 



Gleichungen 



die Coordinaten des Krümmnngs- 
mittelpnnkts 



die Gleichung der Evolute 



der Krfimmungshalbmesser 



die Länge des Perpendikels aus 
dem Anfangspunkte auf die 
Tangente 

der Winkel, welchen der Eadius- 
Yector und die Tangente ein- 
schliessen 



la.cos^ t 
3 y cos %t 

Q^ yi(<^^ —^i —Vi) 



3 y cos 2t 
3(a* + ß^ Vj—^i=2a 



P — 3 r — 
a 



3>Ai'+yi« 



3 l/cos 2 < 



p=+ 



2 a' 



^ = Arc(tg= — cotzt) = 2t — 



b. Transcendente Linien. 



I. Spirallinien. 



die Gleichung der archime- 
dischen (linearen) Spirale 



a) für rechtwinkelige Coordinaten : 

h) für Polarcoordinaten: 
a t 

21t 21t 

8* 



U6 



Sechster AbscbnitL Analytische Geometrie der Ebene. 



Gesucht 



die Länge der Tangente 



die Länge der Normale 



die Länge der Subtangente 



die Lllnge der Subnormale 



der Krümmungshalbmesser 



Gleichungen 



ZK ^ 

r.sin^ |/ I -[- i^ 
sin t-\- 1. cos t 

r.sin« VH-^ 
COS t — t,smt 



r' et ^ 2 TZT^ 



a 



ZK 



r.sin^(cos^ — ^.sinQ 
sin < -f- ^ • ^^^ ^ 



S =a = 

n 



a 

ZK 



r .sin^(8in t -{-t.GOB t) 

cos t — ^.sin^ 



die Coordinaten des Krümmungs- 
mittelpunkts 



P = 



za^ -{-r^ 



t^ + z 



rj^.cos^ — (i-[-<')8ifl<} 



ß= 






l {l^ + a) 
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Gesucht 



die Länge eines Bogens vom 
Anfangspunkte 



Gleichungen 



8 



__ r (g^ + r3)^ 



2 a 



der Winkel, welchen derBadius- 
Vector und die Tangente ein- 
schliesseu 



die Gleichung der hyperbo 
lischen (umgekehrten ar 
chimedischen) Spirale 



die Länge der Tangente 



die Länge der Kormale 



+ , "• — j od. 



9 = Are (tg = 



die Länge der Subtangente 



die Länge der Subnormale 



der Krümmungshalbmesser 



r=- = -^; od. 



tt = — , wenn r 



I 
u 



r. sintl/'iH-^^ i 



JV= 



sin^ — t.coB t 

r.sin^ l/i-}-^* 
cos ^ -|- ^ . sin ^ 

f («' + »•')* 



^ r.sin^(cos^-l'^-BÜi^) 

* sin< — t.Qo%t 



«n = 



= — a = — 2«ic 

r . sin < (sin t — t . co s t) 

2 



2 ait 



a 






_[■+(?)"} 



I 
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Sechster Abschnitt. Analytische Geometrie der Ebene. 



Gesucht 



die Gleichung der parftbo 
lischen Spirale 

die Länge der Tangente 



die liänge der Normale 



die Länge der Subtangente 



die Länge der Subnormale 



der Kriimmungshalbmesser. 



Gleichungen 



a'^t 



ZTZ 



r= 



r . sin t\/ I + 4 ^ 
sin t -\- 2 t . cos t 



N 



__r.Bmty I + 4<^ 



Ä = 



cos^ — 2^.8in^ 

r.sin^(cos^ — it.sint) 
sin t-^it. cos t 

2at\^t 



S = 



r .sin ^ (8in^4- i <. cos t) 



die Gleichung der logarith 
mischen Spirale 



die Länge der Tangente 



P = 



cos t — 2t . 

a 


Bmt 







»<(3 + 4<^) 



t 
r = ce =^a = ae ; od. 

r = e ' ; od. t = log r ; od. 



P=mr; od. r = oc" ; od. 
t = 



aln — 
a 



'=i^{^+(^-)n* 



= r(i+a») 



* 
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Gesucht 



die Lange der Normale 



die Länge der Sabtangente 



die Lange der Snbnormale 



der Krümmungshalbmesser 



die Coordmaten des Krümmungs- 
mittelpnnkts 



die Gleichung der Evolute 



Gleichungen 






a 



8^= z — =:ar = rf wenna = 
* Ina 



iS„ = Z» a . r = — 

" a 



p =ryi + (ina)2 = r|/'a 



r _ P _ r 

m m* sin < 



a 



i 



die Polar-Gleichung derselben 



die Länge des Perpendikels aus 
dem Anfangspunkte auf die 
Tangente 

die Länge eines Bogens vom Pole 
anfangend 



a = — Ina * €b . sin t 

ß = Ina . a' . cos< ; od. 



ir 



In 



{i^M— i) 



^ 2»ö(ß — ^+"^srF) 



a = e 



r a 



'»«(ß-x) 



p= 



(I H- a») 



i 



, = (i + a») 



*^ = 



a 



V^ 



r Wz 
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Sechster Abschnitt. Analytisehe Geometrie der Ebene. 



Gesucht 


Gleichungen 


der Winkel, welchen der Radias- 
Yector und die Tangente ein- 
schUessen 


f A"(*» ") Ina 


die Gleichung der Exponen- 
tial-Spirale 

die Länge der Tangente 
die Länge der Normale 

die Länge der Subtangente 
die Tiänge der Subnormale 

der Krümmungshalbmesser 


r e ; od» t Inr 

2V = r]/"2 
8^—e — r 

n 

p =r]/"2 


U. Die Bolllnien. || 


die Gleichung der gemeinen 
Cycloide (Radlinie) 

die Polargleichung derselben 
die Gleichung der Tangente 

die Länge derselben 

die Gleichung der Normale 

• 
die Länge derselben 


X — a{t — sin ; y — a(i — cos od. 

/ a — v 
X a Are ( cos ^ 


+ yzay y2 j 
. / a — X 




r=iza . sin* -J t 


' Vi 

r 2 ayi — y^ 

= 2 a . sin ^ < . tg ^ ^ . *)* 

f 2a— yi 


N =' y/^ayi =2a.sin^< 
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Gesucht 



die Länge der Subtangente 

die Länge der Subnormale 
der Krümmungshalbmesser 



die Coordinaten des Krümmungs- 
mittelpunkts 



die Gleichung der Evolute 



die Länge eines Bogens yom 
Scheitel anfangend 

die Länge der ganzen Cycloide 



die Gleichung 
gerten oder 
Cycloide 



der T e r 1 ä n - 
yerkürzten 



Gleichungen 



s = yi 

= a (i — cos t)tg ^t 
S^ = 1/20^1 — y^ = a . an t 



p r= a 1/2a^| =4a.8in^^=2^ 
a = — Xi ; ß=o.Arc 

( cos = J -^y/^zaxi —xf 

a = a. Are f cos = j 

— y2ap- p2 ' 

« = 2 (2 <ixy 

8 = B a =: 4 mal dem Durch- 
messer des erzeugenden Kreises 



X 

y 

X 



die Länge der Tangente 



die Länge der Normale 



die Länge der Subtangente 



die Länge der Subnormale 



T=z 



N = 



- a . t — {a-^-h) HUit \ 
: o + Ä — (a -|- Ä) cos < I 

: Are ( cos = ' , , ^ 1 

-■[/■2(a + Ä)y-~^ 
2/iV a«yi + ä2 



yiV»oyi + Ä* 



yi 



5^* 



)^ 



yjx ( yi - ^) 



Ä = 



Ä = 



yij/2(o+^)yt-^3 
yi — Ä 
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Sechster Abschnitt Analytisebe Geometrie der Ebene. 



Gesucht 



der Krümmungshalbmesser 



die Coordinaten des Krammongs- 
mittelpunkts 



die Gleichniig der gemeinen 
Epicycloide 



die Poiar-Gleichnng derselben 
die Länge der Tangente 



die Länge der Normale 



die Länge der Subtangente 



die Länge der Subnormale 



der Krümmungshalbmesser 



Gl«iohnngen 



i 



p 



a = Arc(co8 = ^ i T ^M 

ö(yi — Ä)|/a(a+Ä)yi— yi* 



+ 



ayj -|- aÄ -|- Ä' 



sc = (a -|- ^) cos ^ — & . cos [ — ^ W 

y = (a + 6) sin ^ — 6 . sin ( ~|— \t 
r = 4a . sin^ ^ t 
T=yi ,coBec(^ + ijt 

Nsrzy. . 8ec ( — T 4- I ) * 

5, = + yi '^^^(^±A^ 
• ax 2 zo 



Tafel XIIL Linien höherer Orade. 



Gesucht 



die Lange des Perpendikels aus 
dem Anfangspunkte auf die 
Tangente 



die Länge eines Bogens 



die Lange eines Bogens nach einer 
Umdrehung des erzeugenden 
Kreises 



die Gleichung der gemeinen 
Hypocycloide 



die Gleichung der verlänger- 
ten oder yerkarzten £pi- 
cjcloide 



Gleichungen 



128 
—5 



P»=^ 



c2 (r2 — a') 



e^ — a^ 
c2 — «2 






f!_ (c2 _ r2)i 



8 = S — (a±h)= . Are 

a a 

der Cydoide 



x={a — h) cos t -j- &. cos( ^ — i U 
y = (o — &]8in^ — 6.sin[v- — i )^ 



die Gleichung der verlänger- 
ten oder verkürztenHypo- 
cycloide 



die Gleichung der Gardioide 
(Herzlinie) 



a;=(a-i-6)cos^4-(6±Ä)cos ( —^ \ 



öc = (a — 6) cos ^ — ( J + Ä) cosf — ^ W 
y=(a-ft)8in^+(5±Ä)sin (^^\ 



' Sa^x — 3a* = ood. 

y=± 

1/3 a^ — aj^-fj^aj/j^a — ^aaj 

rfl;=2a.co8^ — a.coazt 
od. < ... -»^ 

\y:=2a.sint — simt ')* 
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beehrter Ab«ckirin. Aaalrtiirb« 



Ebene. 



Gendit Gleichngen 


1 

1 r=xa(i-f-€08^ — 4a.co6>|<) 

die Polargleidumg denelbcn ^1—10(1 eosi)— 4a.8in» j^j 

i r+r,_4a 

der FiümimnigiilialbiBfmer '._(**'')* ' a ainl / 

die Linge des PerpendikelB aus , ^3 
dem AnfJang^imkte auf die Tan- : P> — 
gente ! ** 
die Lange eines Bogens < — 16 a 

der Winkel, welche der Badins- 

Teetor nnd die Tangente ein- tge tg|f, deshalb 7 — \t 

fehlieasen 

a 
a — — (2 cos / -}~ ^^^ * 

ditf> rAnrdinatMi d^ XrÖmirnnglK 3 

ndttelpnnkts ^ j 

iß — (2C08/ + COS2O 1 

»3 i 


die Gleichmig der Astrois 

die Gleichmig der Tangente 

der Krijnmnragithalhmesaer 

mittelpankts 

die Gleichong der Erolnte 

die Lange des Perpendikels ans dem 

Anfangspunkte «if die Tangente 

die Lange eines Bogena 


(a* — x' — y ') — 27 a' x' y ' ; od. 
xz=^b .cost -\- h . cos 3 , 
y — 36. sin/ — 5.6in3lJ 

xi+y^—J 

*i , yi i 8). 
4 4 

x' y' 

p 9(axy)';od. p 66.sin2< 

a— x-f 3»*yM— y+33p^y* 

^« + ?)*+(«-?)^-*aJ 

P {axy)i 

\ 9 6 a 


die Gleichung des Angnren- 
stabes (Litans) 


1 « j '* 

' r_ ; od. H — 

/i * 

wenn u — — ist 

r 
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Gesucht 


Gleichungen 1 


die Länge der Subtangente 


S^ — zat^ 




die Länge der Normale 


2 t 




der Krämmungshalbmesser 






die Länge des Perpendikels aus 
dem Anfangspunkte auf die Tan- 
gente 


p ^o,^r 




(r* + 4 a^)i 


der Winkel, welchen der Radius- 
Vector und die Tangente ein- 
schliessen 


<p — Are (tg 2 




• 

die Gleichung der Ereiseyol- 
yente 


X a (cos ^ -f- ? sin (p) "j 
y a (sin cp — cp cos ^) j 




die Polargleichung derselben 


a/ + o.Arcf sec — — j — 


»)* 


die Länge der Subtangente 


(r2 a2)^; od. r^ —P^ = 


= o» 


^.-IV'-' «' 


die Länge der Subnormale 


,« • "'■ 




» yv» a» 


der Krämmungshalbmesser 


P--P 




die Länge des Perpendikels aus 
dem Anfangspunkte auf die Tan- 
gente 


P» — r» a» 




die Länge eines Bogen» 


»•2 o 
» — — _ ^ o p' 
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Sechster Absohnitt Analytische Geometrie der Ebene. 



m. Allgemeine trAnscendente Linien. 



Gesucht 



die Gleichung der logarith- 
mischen Linie (Logistik) 



die Gleichung der Tangente 



die Länge derselben 



die Gleichung der Normale 



Gleichungen 



X 



X 



y = cea = logx =• a =alnx 

^Ina , a** {x — Xi) 
T^(a^+y,^)i=^lnxV^H^ 

y — yi= — -^(aj — a!i) 



. — X, 



Ina 



(x—Xi) 



die Lange derselben 






die Länge der Subtangente S =a = xlnx== ' 

* In a 



die Länge der Subnormale 



der Krümmungshalbmesser 



S^ = ^^ = — lnx=lna.a^^i 



a X 



P = 



die Coordinaten des Ernmmungs- 
mittelpunkts 



ja^ + yf)^ _{a^ + xl^ 

«yi 



ax^ 



=zX^-\ 

Xy 



^=.alnx — 



a2 -f aj] 
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Gesnolit 


Qleichnngen 


die Gldchung der Kettenlinie 


X X 


, .,„.y+Vy'-c»l 




37 _ yi' 




{yf - c«)* 


die Länge der Tangente 


c\e' + e ') 




2 SC X 

c^ — e ^ 




S— ^'^/i _ 






die Lftnge der Subiangente 


\e' + e V \e ' + J| 


^ X X ""« 2x 

e^ — e ^ e ^ — I 


die Länge der Kormale 


- 5 y X X V ' 


die Länge der Subnormale 




der Krümmungshalbmesser 


9 , X Xv 2 




^ 2x 2xv 
a — X — {c(ec — e c\ 


die Coordinaten des Krümmungs- 
mittelpunkts 


• 
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Sechster Abschnitt Analytische Oeometrie der Ebene. 



Gesucht 



die Gleichung der Evolute 



die Länge eines Bogens yon dem 
Punkte wo y = c ist 



die Gleichungen der Quadratix 
Ton Dinostratus 



die Polargleichung derselben 



die Länge der Tangente 



t die Länge der Kormale 



die Länge der Subtangente 



die Länge der Subnormale 



der Krümmungshalbmesser 



Gleichungen 



a = cln< 



ß±Vß»-4c' 



.2C 



] 



, _1 ! 

• 4C 



8 



= y yJ _ c» 



y = (a - x) tg (-.--) = — a ; 

\Z 2/ TZ 



od. y= xAgt; x = 



zta 

TZtgt 



za t 



iz sin ^ 



r=-^^X 



irsin* t 
^sin^ t — 2 ^ . sin ^ . cos ^ 4" ^^ 



N = 



zaty sin^ ^ — a^.sin^.cos^ -\-t'^ 



TT (sin ^. cos t — t) 

a 2 at 

S. = — ;-nr- (sin t . cos t — t) 



S_ = 



2at 



sin^ t 



7t sin ^ . cos ^ — t 



a (sin^^ — 2^sin«.cos<-{"^*) 

TC sin3^(sin^ — ^.cos^) 
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Gesncht 



die Gleichung der Tractorie 
(Tractrix) 



die Lange der Tangente 
die Länge der Normale 

die Länge der Snbtangente 
die Länge der Subnormale 



der Krünunungs - Halbmesser 



Gleichungen 



X 



= "l/a^— y' 



a.2n( 



y 



) 



die Coordinaten des Krümmungs- 
mittelpunkts 



die Gleichung der Erolute 

die Länge eines Bogens Ton dem 
Punkte, wo y = a ist 



r = o 



i^= 



Ä = 



S = 



ayi 




ya*- 


■yi» 
yi' 


•J/o»- 


■yi» 


«Vo»- 


-y,' 



Vi 



a 



= — a.ln I 



Vi 



) 



ß = 



Vi 



a a 



a 



I 



die Gleichung der Expo 
nentiallinie 

die Länge der Tangente 

die Länge der Normale 
die Länge der Snbtangente 

die Länge der Subnormale 



y = e 



^ = "|/i"+e^* 



^ = /Vi + ^- 



5, = I 



8 ^ e 

n 



Ix 



9 
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Secbiiter Abschnitt. Analytische Geometrie der Ebene. 



Gesucht 



die Gleichung der vier- 
schlingigenLinie 



die Gleichung der Sinuslinie 
die L&nge der Tangente 
die Länge der Normale 

die Länge der Subtangente 
die Länge der Subnormale 



Gleichungen 



r = a . sin 2 t 



y 

T 

N 



= sin a5 



tg X l/i -f- cos^ X 
sina; l/^i ~\- cos* x 



Ä, = sin 05 = tg sc 

t cosa; 



8 = sin a; . cos x = 

n 



sm 2 X 



^)* X und y sind die laufenden Goordinaten, x^^ y^ die eines 
Punkts; e die Basis der natürlichen Logarithmen = 2,7182818. . . ; 
und wenn nicht anders angegeben: c eine beliebige Constante; t der 
Polarwinkel ; a die Achse oder der Halbmesser oder eine Constante ; 
r der Radius- Vector ; p der Parameter; « und ß die Coordinaten 
des Krümmungsmittelpunkts. 

2)* p ist eine positive oder negative Constante. 

3)* h ist ein Punkt (der Pol) in der senkrechten Entfernung 
der gegebenen Geraden ; a die Länge der durch die Gerade abge- 
schnittenen Constante. 

^)* za ist der Abstand der beiden festen Punkte von einander; 
der Anfangspunkt ist der Mittelpunkt dieser Entfernung und a^ das 
constante Product der beiden Leitstrahlen. 

*)* a ist der Halbmesser des rollenden Kreises; t der Wäl- 
zungswinkel; h die Entfernung des beschreibenden Punkts von der 
Peripherie des rollenden Kreises; wird h positiv genommen^ so ge- 
hören die Gleichungen der verkürzten Cycloide an, wird h dagegen 
negativ genommen, so gehören sie zur verlängerten. 

^)* a ist der Halbmesser des festen Kreises ; h der des rollenden 
und h die Entfernung des beschreibenden Kreises von der Peripherie 
des rollenden Kreises und zwar von der Peripherie nach aussen ge- 
rechnet ; c = a -[- 2 6. 



Tafel XIV. Tranaformation der Coordinaten. 
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I '')* Wenn in der Epicycloide a = h wird. 

^)* Wenn in der Gleichung der Hjpocycloide a = 4 6 ge- 
setzt wird. 

^y ff ist der dem abgewickelten Bogen entsprechende Winkel. 



Tafel XIV. Transformation der Coordinaten. 




Gegeben 



ein System Pa- 
rallel - Coordi- 
naten Xj y 



ein System 

schiefwinkeliger 

Coordinaten x^y 



Uebergang 



auf ein System Pa- 
rallel-Coordinaten x | , 
j durch parallele 
erschiebung derCo- 
ordinaten-A chsen 



^' 



anfein anderes System 
sohiefwinkeliger Co» 
ordinalen x^^ y^ mit 
Verlegung des An- 
fangspunkts 



Gleichungen 



q; = «1 + a 
y = yi + * 



i^* 



X 



g^ . sin (ß —u) + yi » Bin (ß— «1) 
sin 3 

y= , . ')' 

ojj.sinrr + yi .sm«! , . 



sinß 



9 



132 



Sechster Abschnitt. Analytische Oeoipetrie der Ebene. 



Gegeben 



ein System 
rechtwinkeliger 
Coordinatena?,y 



ein System 
rechtwinkeliger 
Coordinaten or, y 



üebergang 



auf ein System schief- 
winkeliger Coordina- 
ten 05 1, yi mit Ver- 
legnng des Anfangs- 
punkts 



auf ein anderes Sy- 
stem rechtwinkeliger 
Coordinaten x^, y^ 
mit Verlegung des 
Anfangspunkts 



ein System 
schiefwinkeliger 
Coordinaten x, y 



auf ein System rec]it- 
winkeliger Coordina- 
ten «1 , ^1 mit Ver- 
leg^g des Anfangs- 
punkts 



Gleichungen 



y=a5j .nna-f-yi .sinoi -(-6 



a;=X|.co8a — yj.sina-f-a 
y=:yi.ö08a-|- asi-sino-f-ft 



a; I . sin ( ß— a) — y | . co8(P — o) 



sinß 



f 



i\* 



y 



osi.Bina-f-y, . cosa , , 
^ sinß • 

oder 



X = 

Xi .sinoi — yi .cos«! 
8in(a| — a) 



-f-a 



i\* 



'Y 



ein System 
rechtwinkeliger 
Coordinaten x, y 



ein System 
Polar - Coordi- 
naten Vy t 



auf ein System Polar- 
Coordinaten r, t mit 
Vorlegung des Pols 
ausserhalb des An- 
fangspunkts 



auf ein System recht- 
winkeliger Coordina- 
ten Xj y. Der An- 
fangspunkt im Pol 



y..cosa— «a;. .sina , _ 
sm(a| — a) 



« = r . 008 < -|- a 
y = r . sin / -|- 6 



7\* 



r = "^x' 4" y* 



tg< 



= y; sin^=r^:^ 



|A»-f y« 



C08^ = 



X 



. = Arc(tg=.|) 
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!)• fl kt = AB, h = Ä^B. 

3)* ß ist hier = — , mithin sin ß = i , sin (ß — a) = cos a, und 
sin (ß — «,) = co8a|. ^ 

IC 15 

*)• ß ist hier = — , nnd o ) = : 1- a ; mithin sin ß = z , 

sin (ß — a) = cos a, 6in(ß — a|) = 8ini — — — — "J'^ — sin«, 
nnd sin «i = sin ( — -f-a] = cos a. 

*)• «, ist hier = 1- o ; mithin sin Oj = cos a, sin (ß — «i) 

= iinfß aj==— cos(ß — er). 

•)• Wenn ^ a negatiT ist. 

^)* r ist der ]^din8 - Yector Tom Anftmgspnnkte ans; t der 
Winkel swischen dem Radins-Yector nnd der Absdssen-Aohse. 
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VII. Abschnitt. 

ANALYTISCHE GEOMETRIE 

DES RAUMES. 


Tafel XV. Fnnkte und die gerade Linie. *)* 


Gesucht 

1 


Gleichungen 


die Gleichungen eines Punkts 


X — a, y = 6, ««=c 


die Entfernung zweier Punkte 
(05, y, «) und (»i, yi, «j) von 
einander 


a) für rechtwinkelige Coordinaten : 
d = 


l/(«i-«)'+(y.-9)*-H«i -*)» 

b) für schiefwinkelige Coordinaten : 

(«1 «)^ + a (»1—«) (yi — y) cos Y 
+ 2 («1 — x) («1 — «) cos ß 
+ a(yi--y){«i-«)coBa 2)* 


die Entfernung eines Punkts 
fc Pt «) vom Anfangspunkte der 
Koordinaten 




d — y«» -1- yj 4- «a 



Tafel XV. Punkte und dio gerade Linie. 
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Gesucht 



dieBelation zwischen den Co- 
sinus der drei Winkel a, ß, y> 
welche eine ans dem Anfangs- 
punkte gezogeneK^erade mit den 
Achsen einschliesst 



die Projections - Glei- 
chungen einer Geraden in den 
Ebenen xz und yz 



die Gleichungen einer Geraden : 
^ f I o» welche durch die 

beiden Punkte (Xi, yi, z^) und 
^2i y2i ^2) geht 



die W i n k e ), welche die Gerade : 



X 



az 



y a in der Ebene xz und 
y = 6z 4- ß 

yz mit der «-Achse bildet 



die Gleichungen einer Geraden, 



die zu : 






i;}» 



läuft 



der Winkel, welchen zwei aus 
dem Anfangspunkte gehende, durch 
die Winkel a, ß, y luid ai,ßi,Yi, 
welche sie mit den drei Achsen 
bilden, bestimmte Gerade mit 
einander einschliessen 



die durch die Coefficienten a und b 

der Geraden: ^ r "^? be- 

^ y = &« + ß 

stimmten Winkel, welche sie 
mit den xx, yy^ «ar- Achsen ein- 
schliesst 



der Winkel, welchen zwei Gerade : 

y = ft« + ßP°^-y=^z + ßj 
mit einander einschliessen 



Gleichungen 



cos^ a -}- cos^ ß -|- cos^ T = ' 



X 

y- 



:a«-f-a 
6z + ß 



3)* od. 



y = bz 



X — Xt = 



y'-y\ = 



a?! 


— xj 


«1 


-«2 


__yi 


—yi 



(«-«1) 



(«— »l) 



a 



35 1 ~~~ X 



z, 






«I — z. 



. mvus=8ein a 



y = hz + ^J ' U » = » 61 



cos ^ = cos a . cos Oj -f-cosß.cosßi 
-j-cos Y-cos^i ; od. cos^^.cosai 
-|- cos ß . cos ß 1 -}-cosY.cosYi=o 
wenn die beiden Geraden aufein- 
ander I sind 



cosa = 



cosß = 



yi+ä^+h^ 



cos 



Yi + a^ + b^ 



cos / = 



i-\-aai -j-bby 



]/i+a2 + 62 ]/i-fai2+6^2 
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Geflucht 



die Bedingung, nnter welcher 
dieselben beiden Geraden auf ein- 
ander I sind 



die Bedingung, unter welcher 
dieselben beiden Geraden || sind 



die B e d i n g u n g, unter welcher 
dieselben beiden Geraden sich 
schneiden 



die Coordinaten des Durch- 
schnittspunkts derselben beiden 
Geraden 



die Gleichung einer Geraden, 
die mit der xz- "Ebene in einem 
Abstände = ß || läuft 



die Gleichung einer Geraden, 
die in der xc-£bene liegt 



Gleichungen 



I -(- aa| -\- hbi = o 



a = a|, 6 = Äj, a&|=a|& 



(a-a,)(ß-ß,)-(6-i,)(«-«i) 



X, 



^LZ:^ oder ,, = |i^ 
a — 01 o — ©1 

a — flj b — -6| 



X 

y 



az -\- a 



X 

V 



o 



^)* Wenn nicht anders angegeben, so ist das System ein recht- 
winkeliges. 

^Y ^ ß> 7 ^^ ^^® Winkel zwischen Äy und Az, Ax und Az, 
Ax und Äy respectire. 

^y a und h sind die trigonometrischen Tangenten der Winkel 
zwischen den Projectionen der Geraden in der xz und ^«-Ebenen and 
der 2- Achse; a und ß die Coordinaten des Punkts, wo die Gerade: 
x = az-{' a die x^-Ebene schneidet ; die letzten Formeln finden statt, 
wenn die Gerade durch den Anfangspunkt der Coordinaten geht. 



Tafel XVL Dia ebene Fliehe. 
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Tafel XVL Die ebene Fläche. 



a. Die Ebene. 



Gesucht 



die allgen^^eine Gleichung 
einer Ebene 



die Gleichung einer Ebene, 
welche dnrch den Anfangspunkt 
der Coordinaten geht 



die Gleichung des Durch- 
* Schnitts einer Geraden und der 
Coordinaten-Ebenen xx, yt und 
xy respectiye 



die Gleichung der Coordi- 
naten-Ebenen xy f xz und yz 
respective 



die Gleichung einer Ebene, 
welche durch den Punkt (x^y^^ 
«,) geht 



die Gleichung einer Ebene, die 
durch die drei Punkte (a;|,y,, «.), 
(flCj» yj) *j) «nd («„ ya, «3) geht 



Gleichungen 



Äx-\-By-\-C2-^D=o od. 
Mx-^-Ny^-Fz^i od. 
£=zax-\-hy-\-e od. 
f +aa5+6y — c=o od. *)* 

^ + -^ + -^ = 1 
P 2 ' 



Ax-^By-^-Cz^o 

g = ax-^hy od. 

£ -\- tue '\- by = o od. 



Ax-\-Oz-}-D = o od. 
y=o; i^-|-aa5 — c = o od. 

f = ax4-<5; 

Bi/ + Ce + D=o od. 
a;=o; i+fty — c = o od. 

£^ = 6y-j-C; 

ila5 + J5y + Z)=o od. 
gs=.o\ ax'j-hy'\-e=o od. 

a c 

y=-ir*-x 



i-srro; j/ = o; « = 



ii (ä — a?i) 4- B (y — y,) 



^a: + Biy + Ci£+i=o 2)* 



138 



Siebenter Abschnitt Analytisehe deomatrle des Rauoias. 



Gesucht 



die Projections-Glei- 
c h u n g e n der Durchschnitts* 
linie der Ebene: Ax-^ B^/^^C^ 

-|--D = o oder: e:=:iAx-{-By-\-C 

nnd der Ebene: AiX-\-BiX-{- 

C^Z'\-D = o oder: z = AiX-\- 

Biy-{-C^ = o in der Ebene xy, 

j xz und t/z respectiye 



I die Gleichung einer Ebene, 
_L zu den Coordinaten- Ebenen 
xy, xz und yz respectiye 



' die Gleichung einer Ebene, 
II zu den Coofdinaten- Ebenen 
x//y x: und yz respectiTe 



der Neigungswinkel der 
Ebenen: .4flr-|-%-t-G? + i>=o, 
oder : ^ = ax -J- 6y -|- c und : 

^1* + ^lif + ^i^ +^i == o> 
oder-; 2 = a,x-f*^iy "h^i 



Gleichungen 



(AC^-A^C)x+(BCi---B,C)y 
+ (/)C, — JDi(7) = o od. 
Ai^A , C,—C 



B — B, 



B — B^' 



{AB^ -^AiB)x + (CBi — C^B)z 
+ {DBi—DiB) = o od. 
BAi—A Bi BC^ — BiC 
^-' B-B~'^'^ B^B^ ^ 
{BA,^B^A)y+{CAy-CyA)^ 



Ax-\- By -\- D = o od. 



y =— TT* 



e 

• 



Ax -{- Cg '\^ D ^=. o od. 
£r = aaj -|-c; 
JBy4-ac + i> = o od. 
z = hy + c 



Cz = D; od. £r=-7^; od. j? = 



By=^D; od. y 
ilx=-D: od. X: 



«r; od. y 



-T-; od. X 



cos < = 

AAy^ 4- J?5i 4- «7| 



I ■- ' -: 



od. cos i = 

I + AA^ -f jBBi 



od. cos t = 



I V«' + ^'-^' Wn^iV+' 



Tafel XVI. Die ebene Flttcbe. 
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Gesttoht 



die Winkel, welche die Ebene: 
4a5 + %+a?-f D = o; oder: 
z -\-Ax-\-By — (7=Ä o mit den 
Coordinaten-Ebenen xy, sc? und yz 
re8pecti?e. «insohli^ssen 



die Bedin'gnngsgleichung, 
damit die Ebene: Ax-^By-^Öz 

-(-D = o;oder:^ = -4a:-|-^y+^ 
wiLd:AiX-{'Biy-\-CiZ'\-Di=^o; 

oder: z=AiX-\- Biy-\-Ci auf 

einander J_ respectiTe zu ein- 

ander || Bind 



die Relation des Winkels 
zweier Ebenen: z = Ax -f- By -(- C 
und: z = AiX-\-Biy-\-Ci mit 
den seelu Winkeln, die sie mit 
den Coordinaten-Ebenen xy, xz 
und yz einschliessen 



Gleichungen 



C 



co8a = 



co8a= 



cosp = 



I 

yT+Äi~-fB^ ' 

B 

|/k2 + B2 + C2 

B 

cos 8= r 1 

A 

cos Y =5 — .;: ■■ ' . . - 



od. 



od. 



od. 



A 



cosY = 



|/"l+^2_|_^2 



X4i+55i+CÜ'i = o od. 

— = ^ = — od 
A^ -Bi ^i 

A ^= A^j £ ^ Bi 



cos t = cosU , cos r/j 
-{- cos F. cos Fj -|- cos W. cos TFj ; 
od. cos U. cos Ui -(' cos F. cos F| 
-f- cos TF . cos TTj == o, 
wenn t = 90^ 



&. Die Ebene und die Gerade. 



die Bedingung, damit die 

Ebene: Aa!-{'By'\'Cz +J) = o 
respective || oder _L ist 



Aa ^ Bb -\^ C :=i o 
A=:aC; B = hC 
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Gesucht 



die Gleichung eines auf der 
Ebene : Ax -j- By-^-Cz -(- 7) = o ; 
oder : z •= ax '\- hy '\- c errich- 
teten Perpendikels 



dieBedingungsgleichnngen, 
damit die Gerade : ^ ^ 5^ jl 2 

in der Ebene : Äx -(- By + Cz 
-|- /) = o ; oder : z = Äx -]- By 
-fCHegt 



der Ne ignngs-Winkel der- 
selben Geraden nnd derselben 
Ebenen 



die Gleichungen einer auf der 
Ebene: £==Äx-\-By-{-C±jmd 
durch den Punkt (X|, y^ f |) 
gehenden Geraden 



die Entfernung eines Punktes 
(xiy Vn ^1) ^^^^^ ^^ der Ebene: 
Ax + By + Cz + D = o Senk- 
rechten von dieser Ebene 



das aus dem Anfangspunkte . der 
Coordinaten auf dieselbe Ebene 
gefällte Perpendikel 



Gleichungen 






»-«i + ^C-e^ — ^1) 

y — yi + -;/*-(^ — ^1) 
»yi 



=0 



=rO 



Äa + Bh + C = o 
Äa + B^ +D = o od. 
Äa -{- Bb — 1 = 
Afi + B^ — C =z o 



sin ^ = 



Aa + Bh + C 



an/ SS 

I — Aa — ßh 



y^i +a2 -f 6» ]/r+2i -fjB» 



X — «1 -^ A{z — Ml) = o 
y — yi + Blz — Si) = o 



P^ 



D + Ax^+Byi + Cz i 

yA^ + B^ + C^ ' 



p= 



yiv+w+c^ 



Tafel XVI. Die ebene F'liche. 
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i\* 



y 



-^ ist = If, ^=iV; — = P gesetzt; -^ = «,^ = 6, 



~ == c gesetzt; a ist die trigonometrische Tangente des Winkels, 

unter welchem die Durchschnittslinie : z= ax-\-c ia der Ebene xz 
die SB- Achse durchschneidet und zwar in einem Abstände vom An- 

fangspunkte = ; 6 .die trigonometrische Tangente des Winkels, 

Cv 

unter welchem die Durchschnittslinie: ir=(y-f-c in der y^r-Ebene 
die y-Achse durchschneidet und zwar in einer Entfernung rom An- 

fangspunkte ■-= T > ^ ^^ Stuck der Achse Äz, welches die Ebene 

o c 

von derselben abschneidet ; o» -j- 6y + c = o oder y = j- x -r- 

die Oleiehung der Dnrchschnittslinie in der Ebene xy; r~ ^® 

trigonometrische Tangente des Winkels, welche letztere Linie mit 

der X-Achse einsohliesst: der Abstand des Durchschnitts der- 

a 

selben Linie mit der cc- Achse Tom Anfangspunkte; p^ q, a die Ab- 
schnitte der Ebene respective auf der x, y, ^-Achse. 

^)* Die Gleichung der Ebene hat jedenfalls die Form : 1) A» 
'^By-\-Cz'^-D=io; zur Bestimmung der Ooefftcienten Ä, B^ 
und 2>, hat man die drei Bedingungs - Gleichungen : Ax^ -{-Bpi 
+ C.-i+D=o; -äx, + By2 + G3r5+D = o; Ax^+By^ + Cz^ 
4-I> = o; woraus die Ausdrücke Ä = ÄiD^ B=JJj2>, 0=0^0, 
in welchen Ä^^ B^ C| Functionen der Coordinaten der gegebenen 
Punkte sind; oder: 2) ir=ax-|-(j^-|-e, wo zur Bestimmung der 
Coefficienten a, b und c, man die drei Bedingungs-Gleichungen hat: 
jeri = aa:i+6yi + c; Zi=ax2'\-by^-\-e] und Zz=<^3 + ^yz + c- 
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Tafel XVII. Die Flächen zweiten Grades. 



Gesucht 



die allgemeine Gleichang der 
Fläche zweiten Grades 



die allgemeine Gleichung der 
centralen Flächen 



die allgemeine Gleichung der 
Flächen ohne Centrum 



die Gleichung des drei- 
achsigen Ellipsoid'g 



die Gleichung des einfachen 
dreiachsigen (hyperbolischen) 
Hjperboloid's 

die Gleichung des asympto- 
tischen Kegels desselben 



die Gleichung des getheilten 
dreiachsigen (elliptischen) 
Hyperboloides 

die Gleichung des asympto- 
tischen Kegels desselben 



die Gleichung des elliptischen 
Parabol oid's 



I 



die Gleichung des hyperbo- 
lischen Paraboloid's 



Gleichungen 



-j- 2 EXZ -\- 2 Ft/2 -^ 2 Ox 

+ 2Hy-\-2Jz'^K=o; od. *)♦ 
Ax^ + By^+Cz^+2Jz+K=:(^ 



Aa^ + By^ + Cz^^K »)* 



Äx^ + By^^^tJe 



r 



a« "^ 6« "^ c2 "" 



X 



y 



«a ' Äi ^ i.J 



«2 "T ja -r ^a — 



x^ y' ! -g' 

a2 62 ■+■ c2 



X* , y^ ^ £*_ 

«2 -r jj ^j — 






.2 
a 



_ *' + y* _ , 



Tafal XVU. Dte Fl&clien cwciten Griuluri. 



ÜB 



Gesucht 



die Gleichung der Kugel 
fläche 



die allgemeine Gleichung der 
Kegein^chen 



die Gleichung der elliptischen 
Kegelfläche 



die Gleichung dee Kegels 



Gleichungen 



a) für rechtwinkelige Coordinaten: 
x^+y^+z^=a^', od. »)♦ 

z= l/a* — a;2 — y2 Q^ 

= a2 6)* 

b) für Polarcoordinaten : 
1* =z a 



X — 

2 



zif: = ^(v:^) od. 

— C ^ \js— cj 



= o 7)* od. 



dx 



X 



a 



X 



2 T- J2 — -2 0^- 



y" 



a« ^ 62 



^2 _ y 

62 



a' 



= o od. 



die allgemeine Gleichung der 
Oylinderflächen 



{hz — cy)^-\- (az — cx) ^ 

= r2(^-c)2 od. 8)* 

C2(y2_^a.2)=3^2(^__c)2 «)♦ 



(y — 5.:)« + (ic — a.^) 2 = r 2 od. 



z 



ax-\-by±y {a^+b^)r^--(ai/--hx)^ 



a^ + i? 
od. y — bs=(f(X'^az) od. *<^)* 

\dx.dyj '^ \dxy \dy^) 



dz , , dg^ 
dx * dy 
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Gesucht 


Gleichungen 


die aUgemeine Gleichung der 
windschiefen (conoidi- 
schen) Flächen 


od. ir = <p^j; od. 
dar , d? 


die allgemeine Gleichung der 
Rotationsflächen 


«2 -|-y2 -[- ^>= F(X cos +yC08ß 

-{-zooBi *')• od. 

= JF^I (« — a) cos a -|- (y — 6)cosp 

+ (i'— c)co8y} ")* 
x^+y^+z^—F{x); od. 

x^+y^ + z^—^U)'. od. 

+ il(6-y)-i?(a-x) = o 

od. (x_o)»+(y-6)»4-^» = 
<f(Ax+By+z) ")* 


1)* Die Constanten Ä, Bf €j 

2)* Wenn die Coordinaten - £b 
ebenen sind. 

*)* Vorausgesetzt, dass keine 
det, kann diese Gleichung durch 
Ä i B i C 1 
K a^' K h^' K c«» "^ 
. A i B 1 C 

folgenden Gleichungen des Ellipso 


2) . . . bedeuten alle reelle Grössen, 
•enen yz und xz respectire Haupt- 

der Grössen A, B, C, K yerschwin- 

K diridirt werden und ist dann 

A 1 B i C i 

•jr"~ a«' r""6«' jr~c»* 

= -, 1 so entstehen die drei später 
ids u. s. w. 
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)* Vorausgesetzt, dass keine der Grössen A^ B, /verschwindet,. 

kann diese GleicÜimg duroh J diyidirt werden und ist dann— =— , 

J a 
B i . A X B i 
*j^ = -j- ; o«er -j= , "T^^X* ^^ entstehen die zwei später 

folgenden Gleichungen des elliptischen Paraboloids u. s. w. 

*)* Der Mittelpunkt der Kugel ist der Anfangspunkt des Co- 
ordinatensystems ; a der Halbmesser. 

*)* a» ßi t süid die Coordinaten des Mittelpunkts. 
"^y a, bj sind die Coordinaten des Scheitels; 9 und ^ allge- 
meine Functionen; j^, ^ partielle Differentiale. 

®)* Diese ist die Gleichung eines schiefen Kegels; r der Halb- 
messer der Leitlinie, eines Kreises, dessen Mittelpunkt im Anfangs- 
punkte des Coordinatensystems liegt. 

^)* Diese ist die Gleichung eines geraden Kegels, dessen Spitze 
in der ^r- Achse liegt. 

^^y a und h sind die trigonometrischen Tangenten der Winkel, 

welche die Projectionen der erzeugenden Geraden in den Ebenen xz 

und yz mit der ^- Achse machen; f eine allgemeine Function; 

dz dz 

-=— , -r- partielle Differentiale. 

*^)* Die Pröjectionsgleichungen der Leitlinie sind; x = a3-\-c; 
y =ihz-\-d'^ die erzeugende Gerade bewegt sich längs der Leitlinie 
und zugleich längs der verticalen z - Achse und |{ mit der ißy - Ebene. 

^^)* a, ß, Y sind die Bichtungswinkel der Drehungsachse. 

13)* "Wenn die Drehungsachse nicht durch den Coordinaten- 
anfang, sondern durch einen Punkt (a, &, c) geht. 

^*)* Wenn die x- Achse mit der Drehungsachse zusammenfällt. 

16)* Wenn die ^er- Achse mit der Drehungsachse zusammenfällt. 

*<*)* Die Gleichungen der Achse der Fläche sind: Xi^ÄZi-^-a, 

«1 =Bzi +6; -T- und -zr- partielle Differentiale. 
* * aas dy 
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y 9 ist eine allgemeine Function. 



10 
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Tafel XVIII. Transformatioii der 

Coordlnaten. 



Gegeben 



ein System Pa- 
rallel -Coordlna- 
ten ac, y, ;gr 



ein Syf«tem recht- 
winkeliger Coor- 
dinaten Xy y, z 



ein System recht- 
winkeliger Coor- 
dinaten x^ y, g 



ein System recht- 
winkeliger Coor- 
dinaten Xj y, z 



TJebergang 



auf ein anderes System Pa- 
rallel-Coordinaten x^^y^^^ 
Zi durch parallel Verschie- 
bung der Goordinaten- 
Acbsen 



auf ein beliebig schiefwin- 
keliges System Xi, y^, Zi 
mit Beibehaltung des An- 
fangspunkts 



auf ein anderes System 
rechtwinkeliger Coordi Da- 
ten Xi, yij Zi 



auf ein System Polar - 
coordinaten, r, t mit Ver- 
legung des Pols ausser- 
halb des Anfangspunkts 



Gleichung 



x = 

y= 

z = 



P + yi 
i + ^i 



n* 



X: 



z = 



ax^-\-hyi+czi ^Y 
aiXi+h^y^+CiZi 

a^Xi + h^y^ + c^Zi 



x = aXi-^hyy-\-cs^ ^)* 
y = a,Xi + h^yi+c^Zi 



X 

y 

z- 



a-|-r.cos^.cos^ 
Y-(-r.sin< 



^)* Äx<, Ay, Az sind die alten, ÄiX^, Äiy^^ A^Zx die^ neuen 
Achsen; a, ß, y ^® Coordinaten des Punkts A^^ rücksichtlich der 
alten Achsen; a;, y, z die Coordinaten irgend eines Punkts P rück- 
sichtlich der alten Achsen; x^^ y^ z^ die Coordinaten desselben 
Punkts rücksichtiich der neuen Achsen. 

2)* a ist = cos (x^x); h = cos (yia;); c = cos (ZiX); a^ 
= cos {Xiy)i 61 = cos (y^y); c^ = C0B{?^y); a^ = cos(Xi2); 
62 = co8(y^e); Cj =■ cos(e'i^); die drei Gleichungen sind abhängig 
Yon den Bedingungsgleichungen : a^ -\-ai^ -{-02^ = 1 ; &^+^i '+6 2 * 
= i; c^-{~Ci^-{-C2^ = i'y ist z. B. die £'- Achse dieselbe und 
bleiben die beiden Axi und Ayi in der Ebene xy, so hat man: 
x =2 axi+hyi; y = ttiXi + b^y^; Z = Zy. 
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^)* Diese drei GleichuDgen sind ausserdem yon den drei Bedin- 

gungsgleichnngen : aft-|-ai6i+a262 = o» «c-f-öjCi -j-^j^j = o; 
ftc + ^iCi-l-ftjCj = o abhängig; bleibt in » und 3 der Anfangs- 
punkt nicht derselbe, so muss man den allgemeinen Ausdrucken fär 
Xy y, z noch die Coordinaten a, ß, f des neuen Anfangspunkts mit 
ihren Vorzeichen hinzufügen. 

^)* Axy Ay, Az sind die rechtwinkeligen Coordinaten - Achsen ; 
r der Radius-Yector nach irgend einem Punkt (a?, y^ z)\ t der vom 
Badius-Yector und seiner Projection auf der xy - Ebene eingeschlossene 
Winkel; 9 der Winkel zwischen dieser projectirten Linie und der 
X-Achse; der Pol im P^ («t % y)- 



VIIL ' Abschnitt. 

FLACHEN -BERECHNUNGEN. 



Tafel XIX. Geradelinlge Figaren. 



Formeln 

ftir den Inhalt (J)respective denUmfang(?7): 



eines schiefwinkeligen ungleichseitigen Drei- 
ecks (s. Fig. S. 31) 

(r ist der Halbmesser des eingeschriebenen Kreises; Jß der 
des umsohriebenen Kreises; x, y\ x^y y^ ; »2» ^i ^ Coordinaten 
der drei Eckpunkte; der Punkt x, y ist nachher als Anfangspunkt 



des Coordinaten-Systems genommen 



cÄ j_ c , h 

% % % 



a4-64-c . X 



10" 
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/= i |/(a+&+«) ((^h^c) (fl+c— 6) (h+ 
= |/#(t— a)(.-6)(*-c) 

= |a.sma(a.C0BC7±'|/c'— a> . Bin* O) 
= ih.smÄ(h.<iOBÄ± ya^ — 6* . sin« ä) 
= |c.BmB (c.cos B ± j/i» — c» . Bin« JB) 

_ a«.3inC.Bin(^4-(7) __ fc^Bin^.sin(^+J) 
2sin^ isini^ 

_ c*. Bing. Bin (B+C) 
2 sin C 

_ a^,smB^sm{Ä+B) _ b^ .diiC.sin(B+C) 
2Bin^ 2 sing 

c'.Bin^.Bin(J.-|- (7) 

2sinC 

== r« . cot ^ ^ . cot ^ J9 . cot 4 ^ = 2 JS* . sin .i . Bin B . sin C 
= « (*— a) tgi^ = 8 (8 — b) tg^B = 8 (8 — c) tg jC 
= ^ a . Bin B Ta.cosg + 1/52 — ^2 .sin^B) 
= |6.ainC (& . cos C± "j/c« — 6« . sin» C) 
= ^ c . sin .4 (c . cos Ä il/o* — c* . sin» ^) 

aft . ^ bc , . ac . ^ A» . sin il 

= — Bin C7= — smil= — sinB = — ; — ^ — : — ?i 
2 2 2 2 sin B . Bin u 

c'.sin^.sinB a'.BinB.sinC b^.si nÄ.äaC 

~" 2Bin(^ + B) 2 8in(B+C;) "" 2 8in(^ + C) 

_ o» _ 6« c» 

2(cotB + co<C) 2 (cot il + cot C) 2 (cot -Ä + cotÄ) 

= «» . tg — tg — tg — = — i— 1-— !— ^ = «r =- — =- 

2 2 2 2 4Ä 



Tafel XIX. Oeradelinige Figuren. 
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j_ (ya— yi)a?'— (y2— y)<gx + (yi— y)g2 _ ^^vi — ^iVi 



hhih*^ 



X 



]/(MiH-M,+ ÄiA,)(AA,4-Mj— A,Ä,) 
= i|/(^ + « + */') (c + ap — &) (6 + ip — c) (6 + c — zjj) 



eines rechtwinkeligen Dreiecks (siehe Fig. S. 26) 



j^^= 



eh 



h^h 



2 zV 2 »"^62 — Ä2 

d^ , SOL 2A 



= ±yc^-.a^ 



SBin(il~45*) 
«2 , tön 2 Ä 

8co8(il — 45®y 



^ j (2 = a — & 



j « = a-|-^ 



= ^(2« .cot* j-4.cot-4; d = c — 6 



«2 . sin 2 il 



3ico82|-Ä.cos(45** — M)'* 
c{2 . Bin 1 il 



« = a-f- 6-|-c 



~"32 8in2^^.8iii(45*^— i-^P 



— -; d = a + 6 — c 



jr = 



c* . sin il . cos Ä 



c2 . sin g . cos ^ _ c2 . Bin 2 il _ c* . sin a ^ 
~~ 2 ~" 4 4 

= ^a2.cot.4 = ia*.tgJ5 =^6J.tg.4=: ^fc^.cotB 
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Achter Abschnitt. FlüehenbAMchnnngeD. 



eines gleichschenkeligcn Dreiecks (siehe Fig. S. 30) 



ah 



J=-=ia|/4&»-«' ==ia]/(25 + a)(i6-a) 



ab 



ab 



= h 1/6* — Ä» = — sinB = — coi — = — tg 
. r a 2 14 



= — tffJ5 



il 



65^ . 



6» . 



-— — cot — = — sin %B = — «taÄ s= h^.dnB.coBB 

ab^ T 

= b^ BmiÄ, coaiÄ = — g = (a + 2 ft) — 



eines 'Bestimmungs-Dreiecks 
(« ist der Bogen; a die sngehörige Sehne; 9 der Centriwinkel) 

, B^.mnff B^ . /iSo« »\ a ^. , ^ . 



eines Parallelogramms 

ih ist die Höhe; a die Ghnindlinie; h eine an a anstossende Beite; 
Ä der Ton a und & eingeschlossene Winkel; m and n die Diago- 
nalen; a der von diesen eingeschlossene Winkel.) 






Jssiah = ab . WH Ä = 



tnn 



Bin a 



/= 



eines Rechtecks 
((p ist der Winkel zwischen m und a.) 



m' 



= o' . tg 9 SB &2 . 00t 9 =: 8in 2 9 

2 
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r 



eines Paralleltrapezes 

{a nnd h sind die parallelen, c und d die nicht parallelen 
Seiten; ^ und J5 die an a liegenden Winkel; w». die Mittellinie- 

a + b-4-e + d . 

a + 6 / I TN Ä , c(a-A-h) 



= (o2— 62) 



sin ^ . sin J? 
8in(J + J?) 



= sin a 



a— 6 ^ ^^ ~ 



= fllÄ — 



h> . sin (^ + B) 



2 sin ^ . sin B 



eines Vierecks 

{p und Pi sind die Perpendikel aus den gegenüberliegenden 
Eckpunkten auf die Diagonalen; a, 6, d^ c die Seiten.) 



= l/(«— a) (« — 6) (» — c) (« — (Q für ein Sehnen - Viereck 



eines regelmässigen Dreiecks 

{8 ist die Seite des Dreiecks; R der Halbmesser des umschrie- 
benen, r der des eiDgeschriebenen Kreises; A der Inhalt des Be- 
stinimungs- Dreiecks; Ä der des Sectors; i der des Segments; H 
der des Halbkreises; L der der mondförmigen Fläche (siehe auch 

unten das regelmässige n-£ck.) 



SRK 



S^ 



/= '-Ka = 3r» |/-3 = ^ys =^1/3 
= 0,43301 »2 = 5)19015 r^ = 1,19904 Ä^ = 0,108255* 



1 
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A = — = 0,43301 E^; Ä = ^ R^ TZ = 1,04720 R^ 

4 

2 = (411 — 3^/3) = 0,61418^2; JT=|JB«ir= 1,17810^2 

i = :?i(ir + 6^3) = 0,56491 ^' 

^-=3» =6r]/"3 = 3i2|/3 =fÄ 
= 10,39230 r = 5,19615 U = 1,5 Ä 



eines regelmässigen Vierecks 

r 2 2 »1 ^^ »»' 
/=«2 = 4r2 = 2iJ» = = 

22 

JfJ2 

A= — = 0,5 J82; A = ^E^n = 0,7854052 
2 

2 = ^^ («—2) = 0,28540^2; H=^A; X = A; 
4 

U=48 =^ Sr = ^Ry^z =2Sy~2 

= 5,65685 R = 2,82843 Ä 



eines regelmässigen Fünfecks 
= 1,72048«» = 3,63271 r» = 2,37764122 

'^ = -g- V»ö+7p7 = 0.475S3Ä'; il = iB'it = 0,6*83» B» 
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rr=5.=iorv7:rn7l=5i2>/^=P=^(-+K5) 

= 7,26540 r = 5,87785 JB = 4,04510 8 



eines regelmässigen Sechsecks 

= 2,59808*» = 3,464103 r2 == 2,59808/22 = 1,94856^2 

A=^ik-i = 0,43301 i22; ^ = iÄ»« = 0,52360 Ä» 
4 

2 = — (2 Tc — 3 j/3) = 0,09059 Ä» ; J5r= —^ = 0,39270 Ä' 

L = (6 1/3 — ir) = 0,30211 R^ 

ü=6a = ^rYs = 6R = $8^3 
= 6,928^0 r = 5,19615 8 



eines regelmässigen Achtecks 

/=2,J(i + |/2)===8r2(]/'2-.i)==»Ä2]/'2==:^(3 + »|/-2) 

[/2 

= 4,82843 »2 = 3»3i37i '*' = 2,82843 ä2 = 4,1213152 
Ü'==8*=i6r (|A-i) ==8Ä|/r3y^ =4^1/24.1/1; 
= 6,62744 r = 6,12296 B = 7}39'04 i$ 



eines regelmässigen Zehnecks 



5»» 



= 5^ |/5ziZL^S^ V,oV7(»+5VD 
= 7,69421 «2 — 3,24920 r» = 2,93893 B^ Ä 6)9594^ 8^ 
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Achter Abcchnitt. FlScbenbereeimaogenL 



2 = 



\B^ y lo — aVT = 0,20350 ä2 ; ^ = 3J5Ä2 ,r = 0,31416 Ä« 



Ä« IC ^ ^^^ = 0,15000 Ä2 



= Jg2L7n^+ Vio^aV5 | = 0,11973 R' 

= io, = .or|/5ZlV5 = 5ij(|/-5_-,)=5^ViM^ 



= 6,49839 r 



= 6,1803412 = 9,5105718 



y = 



17= 



eines regelmässigen Zwölfecks 

3*'(» + |/"3) = "r2(a-l/'3) = 3Ä2 = 3^(7 + 4|/-3) 

11,19615 «2 = 3,21539 r2 = 10,44615/82 

i2»=24r(a~)/'3) = 6Ä(j/6-y"2) = 3Ä(|/'6+y2) 



= 6,43078 r = 6,2ii68jß 



= 11,59111/8 



eines regelmässigen Sehnen-n-Ecks 
(i^ ist der Inhalt; E^ der Umfang eines regelmässigen Sehnen- 
91 -Ecks; A^ der Inhalt dessen Bestimmungs-Dreiecks; A^ der des 
znm Centriwinkel des n-Ecks gehörenden Sectors; 2 der des von 
der Seite des n-Ecks gebildeten Segments ; L der Inhalt der durch 
Halbkreise über den Seiten des n-Ecks und den zu diesen Seiten 
gehörigen Bogen des ursprünglichen Kreises gebildeten Lunula; 
H der des Halbkreises über der Seite des n-£cks: 8 die Seite 

n ' n 

des Sehnen - n-Ecks ; S^ die des Tangenten - n-Ecks ; a^ die des 
Sehnen - 29t-Ecks ; S^ die des Tangenten - 2n-£cks ; 22 der Halb- 
messer des dem ersteren Polygon umschriebenen Kreises; r der 
Halbmesser des demselben Polygon eingeschriebenen Kreises; r^ 

der Halbmesser des dem Sehnen - 2n-Eck eingeschriebenen Kreises; 

i8o® 
X der halbe Centriwinkel = ; ^ ein Polygonwinkel des Sehnen- 

n-Ecks s= -i i ; n die Anzahl der Seiten.) 

n 
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naj . cos X ns^^ • tg 4 9 

t = » A = 



4 sinX 



4 



^ na^^ , cos X ^ /T+ 



cos X «r^ . sin X 



cosX 



cos X 



= nJB* . sin X . cos X = -r — i — = 2 nrf \l — 



— cosX 



+ cosX 



n8^ . cos 3 X 
4 sinX 



na r 

n 



•«Jn»^! 



= *^ = nry Ä2 - r» 



n V^ 



n 



— » I/4Ä*— O = -^ » ' . cot — 



= J?^B».sin^ = «r2.tg^- 

% n n 



ra 



n j 4 n l''^ ^ n 



^ = ^'" " ''»''^ 



2_ = 



L == 



2 — 



Ä2 . 2 11 

Sin 



n 



n 


j -« 


-'n - 


8 










\- 


-A» 




"f 


211 

n 




sin 


ait 
n 


K 


-\ 


^ 


V« 


— 


2. 






8 










*'( 




.«» 


80« 


ir — 



2« , . 2 IT \ 
— -; \- Bin J 



E =1 na =2nJS.sin — = 2nr.tff — 

n n ^ o jj 
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Achter Abschnitt Flftchenfoerecbnangen. 



eines regelmässigen Sehnen-2«-Ecks 

(i^ ist der Inhalt; E^ de^ Umfang des Sehnen - an-Ecks ; 

^2n der Umfang des Tangenten - an-Ecks.) 

n *n n ^/i + cosX ^, . ^ 



= n 



r^ . sin X 



= a Wj* 1/ - 



— cosX 



cos2 X "'" * >^ I -|- cos X 

1» 4n2»»f5-_ 



71 

4 



SJ . co«2 X 

n 

sinX 



n *„ 






eines regelmässigen Tangenten- n-£cks 
(J^ ist der Inhalt; ü^ der Umfang des Tangenten - n-Ecks.) 






n a 



=: 4^ ni? . /S 



^ 



y ^ \n.2 b) 



i8oO zn.Ä^Ä 
= in , R , ig ■ = — ■ = 



eines regelmässigen Tangenten- 2n-Ecks 
i*^2n "* ^^' Inhalt; CTj^ der Umfang des Tangenten - 2n-Ecks.) 



j. 2nR^ . . ^ 2 J . i* 



+ 



t 



2n 



n ^n 



iE U 

n I n 



< 



I 
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eines unregelmässigen Vielecks 

J == der Suitime der Inhalte der Dreiecke oder Paralleltrapeze, 
worin die Figur zerlegt wird. 

■ I - - -I 

eines n-Ecks 

eines z. B. Achtecks 

I % 




Xq X-j Xi X^ Xß Xj^ X2 x^ 

% j= xo (3/7 — yi) + «i foo — y2) + a^j (y 1 ^ ya) + «3 (y? -^4) 
+ a54(y3— y5) + a'5 (y4— ye) +a^6(y5— y7) + aj7(y6 — yo) 



Tafel XX. Krnmmlinige Figaren. 



Formeln 

für den Inhalt («7) und den Umfang {U) 

respective: 



eines Kreises 
(r ist der Halbmesser; d der Durchmesser; ic 

t/ = 2ric = dw = z'l/Jiz 



: ^■14159- • •) 

0,07958 . .. CP 
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Achtor Absebnitt. FlSebenberecbniingeii. 



eines Kreisaasschnitts (Sectors) 

(a ist eine Sehne; ^® der Centriwinkel; « die Länge des Bogens; 

J^ die zum Centriwinkel des regelmässigen 9i-£cks gehörende 

Seotorfläche; n die Anzahl der Seiten.) 

j —, T __ o 00873 • • • 9 '•'= ^^^ ;r = — = 

360« » /i Y c ' i^ * 

4. 360*' Sin' -^ 



<pOic 



7 = *:^ 



eines Kreisabschnitts (Segments) 
(a ist die Sehne; A die Hohe (Pfeil, Sagitta); p = r 

8A • 



-*; 



) 



J" = dem Sector — dem Bestimmungs - Dreieck 



^ 9t ptL 



%dh\ 



für einen sehr flachen Kreisabschnitt 



9® r* IC 
360« 



tK4 



o^; sin^cp® = 



z_ 



r2 /©*« \ 

^ T l ^öö ~" ^^^ ^* ] "= (o»oi745 ...?»— sin 9») 



r / . 180«« \ aV 
= — [9 — r . gm 1 = — 1 - 

»V »•« / 4 V 



9O1C 



360® sin 2 ^9® 



— cot^tpM 






aA 



64 . 360* A2 



16A 



a2 -1-4^2 



= — (f — r.§in<p) 



Tafel XX. Krummlinige Fignren. 
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eines Mondstücks' (Lunula) 

{B^ ist die Fläche des Halbkreises über die Seite s des regel- 
mässigen n-Ecks; 2^ das von letzterer gebildete Segment.) 

J = der Differenz der Inhalte der beiden Kreisabschnitte (siehe 
oben), welche au einerlei Seite der Sehne liegen 



== iy — 2 = 

n n 



8_^TZ 



8 



— 2 



einer Kreis-Zone 

J = der Differenz der Inhalte der beiden durch die || Sehnen 
gebildeten Kreisabschnitte (siehe oben) 



eines Kreisrings 

(D ist der grössere Durchmesser; R der grössere Halbniesser; 
P und p die Peripherien der beiden gegebenen Kreise; c = jB — r) 

= ^^P^ =o,0796(P+p){P^p) = i(P+p)(D^d) 



J =z 



eines Ringstücks 
(S ist der grössere Bogen; a der kleinere.) 

0- S 



360»^^^ ''^^'^zRt. 



8 



(222— r2) „ 



= TR ^^ + '*) (R-r)==i iS + a) (Ä-r) 



J =s I ocy = 



einer Parabel 
(siehe Seite 95.) 

4 ^~ zwiBohen «, v und a • 
P 



L60 



Achter Abschnitt Flächenberechnongen. 



P 

J = ^— (i + J tg2 ^ t) tg ^t = \y{p-\- r) zwischen Achse, r und s 

4 



__ (y — yi)^ 



12 ^ 



zwischen Sehne und « 



einer Parabel-Zone 

(D und c2 sind zwei Doppelt - Ordinaten ; h das zwischen denselben 

liegende Stück der Abscissen - Linie.) 



einer Ellipse 
{siehe Seite 98.) 



1.3.05' i.3.5.x^ 



2.4.5.0^ 2.4.6.7. a^ 2.4.6.8.9.0^ 



= ^ a& ^ = ^ a& . Are | sin = -^ j zwischen «, r^ und » 
für die ganze Ellipse ist : J = ahn 



...) 



einer Hyperbel 
(siehe Seite 103.) 



J = 



\ab.lnl f"^) zwischen a, rj und t 

i6&A{3]/7A(7a + 5A) + 4|/alt} 



300 a 



einer Cycloide 
(siehe Seite 120.) 

/ = 3 mal dem Inhalte eines Kreises , dessen Durchmesser = ist 
der Achse der Cycloide = \a^(%t — sin 2 Q 
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J = 



it62 



einer Epicycloide 
(siehe Seite 122.) 

(3 a -|- 2 6) für eine Umdrehung des rollenden Kreises 



I 



J = __(3„_ 



einer Hypocycloide 
(siehe Seite 123.) 

2^6) für eine Umdrehung des rollenden Kreises 



einer krummlinigt begrenzten Fläche ABCD 

(Simpson'sche Kegel.) {AD ist in zn respective 37» gleiche 

Theile = a getheilt.) 

r 



B 



c 



% 



^i 




if. 



ysn 

an— 1 



D X 



•^= 7{yo+y2„H-.4(yi + ^'3 + y5 + - • -H-yan-i) 



od. 



= -^{vo+y^n+sivi +y2 +yA+y5"'+yf^i) 

+ 2(2/3 +y6 +^9 + - • • +2/sn-8)} 

einer Umdrehungsfläche^ entstanden durch 
die Umdrehung einer ebenen Linie um eine 
in ihrer Ebene liegenden, sie aber nicht 

schneidenden Achse 

(Guldin'sche Begel.) (/ = dem Producte aus der Erzeugungslinie (l) 
und dem bei der Erzeugung der Eotationsfläche durchlaufenen Wege (s) 

ihres Schwerpunkts = 1.8. 



\ 



11 



1Q2 « Nennter Absobnitt K5rperberecbimng. 



IX. Abschnitt. 

KÖRPER-BERECHNUNG. 



Tafel XXI. Eckige Körper. 



Formeln 

fttr den Cubikinhalt (J), den Inhalt der 

Seitenoberfläehe (i^) und den der ganzen 

Oberfräche (0) respective: 



eines Prismas 

(6^ ist der Inhalt der Grundfläche ; u der Umfang derselben; h die Höhe.) 

J=Gh; F==uh; = F+zG 



eines schiefen dreiseitigen Prismas 

(h und c sind zwei Seiten der Grundfläche; a der ron diesen ein- 
geschlossene Winkel, dessen Ebene als Grundfläche angenommen ist; 
d ist die dritte mit b und c eine Ecke bildende Kante; a, ß, 7 die 
drei eine Ecke bildenden Kantenwinkel; d; der Neigungswinkel der 
a und Y - Ebenen ; a die dritte Seite der Grundfläche ; d die Kante 
der ß und y- Ebenen; a die der a und y- Ebenen; c die der a und 



ß. Ebenen; g = ^^+1+1 . ) 



J 



Tafel XXI. Eckige Körper. 10$ 



J = h , sma = sm a . sin Y • sui H' i 

2 2 

= hed T/sin j . sin (a — a) sin (a ■ — ß) sin (a — if) 
J?'= a& . sin Y -f- ac . sin ß -|- a(2 . sin $ ; 6? = ^ &c . sin a 
= a& . sin Y -|- ac .' sin ß 4" ^^ • B^ ^ H" ^^ * *^ ^ 



eines oben schief abgeschnittenen dreiseitigen 

Prismas 

(d^ e, / sind die Seitenkanten; A, h^, h^ die Perpendikel ans den 
JBckpunkten der oberen Grundfläche anf die Grandebene; G der 

Normal - Querschnitt.) 

a) für ein gerades: J = — ' ^ '•^ ö^ 

3 

b) für ein schiefes: = ^+^i + ^^^ öt 

3 



eines regelmässigen dreiseitigen Prismas 

4 



eines regelmässijgen vierseitigen Prismas 



eines regelmässigen fünfseitigen Prismas 



eines regelmässigen sechsseitigen Prismas 



!!• 



164 



Neunter Abschnitt. Körperbereebnung. 



eines regelmässigen achtseitigen Prismas 



eines geraden Parallelepipeds 
J = Qh = hch . sin a ; 6^ == &c . sin a 



eines schiefen Parallelepipeds 

,/ = bch . Sin a = sm a . sin y • &ui 4^ 

= bcd T/sin a . sin (a — a) sin (« — ß) sin (a — y) 
= z (a5 . sin Y -f- «c • »in ß -|- 6c . sin a) 



eines Rhomboeders 

(k ist eine Kante; a der von zwei Kanten gebildete Winkel; 
(p der Neigungswinkel der Grundfläche mit einer 

Seitenfläche.) 



J = k^ . sin* a . sin ^ ; 
F =z 4 Ä;^ . sin a ; 



G = k^ . Bma 
O =. 6 A;^ . sin a 



einer Pyramide 

(k ist eine Kaute der Pyramide; a der Winkel zweier Kanten am 
Scheitel; ß der Neig^gswinkel der Seitenfläche und Gnmdfläche ; 

n die Anzahl der Seiten der Grnndfläche; X = — i8o®; r der 

* n 

Halbmesser des der Grondfläohe eingeschriebenen Kreises.) 
./ = J ÖÄ = ^ a' An . cot X = ^ o' n . tg ß . cot X 

cot» X . tg I a 

^*^ yi — C0t2 X.tg2 i rt 

^ = der Summe der Inhalte der einzelnen Seiten - Dreiecke 



*i / n fl» o» , ö» cot X 

= +ÖW 1/Ä:' = — n.cot4a= r- 

^ r 4 4 ^ 4 cosß 

= \ nah =^\ na 'l/^h^ -\- r» für eine gerade und regelmässige 
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einer regelmässigen dreiseitigen Pyramide 

(»0, «1, «2; yo> yi> yaJ «o> *i> ^2 si^d die Coordinaten der 
Eckpunkte auf drei durch die Spitze gelegten orthogonalen Coordi- 
naten -Ebenen xi/f xz, yz.) 

J = -^ 1/3 ; oder 

+ «2^0«! — «2yi«o) 



a r 12 



einer regelmässigen vierseitigen Pyramide 



einer regelmässigen sechsseitigen Pyramide 



/ = 



einer regelmässigen achtseitigen Pyramide 

2a* Ä 



(I + y^) ; i^ = 2 alA^' +«' (3 + * jA) 



einer abgekürzten Pyramide (Pyramidenstumpf's) 

{ß und g sind die Grundflächen und O > g\ h ihr Abstand von 
einander; a eine Seite Yon G, h die correspondirende Seite T0^ ^.) 

^ = i{«+,+V/^=i(^=-?)=7«(-+T+S) 

jP =: der Summe der Inhalte so vieler Paralleltrapeze , als die 
Grundfläche Seiten hat 



]^gg Neunter Abschnitt Körperberechnung. 



einer regelmässigen abgekürzten Pyramide 

(R und r sind die Halbmesser der den Grundflächen eingeschrie- 
benen Kreise; U nnd u die Umfange der Grundflächen; l die 

Länge einer Seitenlinie.) 

4 2 '^ 

7 = — cot X {{a + 6)2 — ah} 



einer abgekürzten dreiseitigen Pyramide 



einer abgekürzten vierseitigen Pyramide 
J = A {(a 4- 6)2 _ aj} . 2^ = (o + 6) y^4Ä2 + (a — 6)2 



einer abgekürzten sechsseitigen Pyramide 
= jLi{(a+6)2_a6}. j?» = 3 (a+6)]/Ä2+}(a -6)2 



eines Tetraeder 

{D ist der Inhalt der Durchschnittsfläche, deren vier Eckpunkte vier 
Kanten des Tetraeders halbiren; h die Höhe des Prismas, wovon 

das Tetraeder der dritte Theil ist.) 
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eines Prismatoid's 

(Siehe das Prismatoid von Wittstein.) (D ist die mittlere Gnind- 
schnittsfläche ; J^ und J^ die Inhalte zweier Prismen, von denen 
das erstere das arithmetische Mittel der heiden Grundflächen, wäh- 
rend das andere die mittlere Durchschnittsfläche des Prismatoid's 
zur Grundfläche hat, und deren Höhe = der Höhe des Prismatoid's 
ist; M das arithmetische Mittel der beiden Grundflächen.) 



= A(ö±^ + .z>) = A(M+i,) 



3 



F = der Summe der Inhalte der Dreiecke (Trapeze , Parallelo- 
gramme), woraus die Seitenoberfläehe zusammengesetzt ist, 
und diese Summe ist ^ der Anzahl der Seiten beider Grund- 
flächen. 



eines Anti-Prismas 

(B und r sind die Halbmesser des der Gnmdfläche umacbriebenen, 

respective eingeschriebenen Kreises.) 



eines Obelisken 

(D ist die Durchschnitts - Figur des Obelisken ; E die Ergänzungs- 
Figur des Obelisken.) 

J = (siehe oben das Prismatoid) 

3 
F = der Summe der Inhalte so vieler Paralleltrapeze , als die 
Grundfläche Seiten hat - 



eines Obelisken, dessen Grundflächen Recht- 
ecke sind (Pontons, Kastens) 

(Ä und B sind zwei Seiten der einen, a und b zwei correspondirende 

Seiten der anderen Grundfläche.) 



jgg Neunter Abschnitt KttrperberechnaDg. 



= ^{{2Ä + a)B + (2a + Ä)h} 



= j{{Ä+ia)B+{a+iÄ)h} 



eines Keils (Sphenisken) 

/= — l \- 2 D\ = -^ (2Ä-{-a) wenn die Grundfläche 

ein Rechteck und die Schneide mit zwei parallelen Seiten der 
Grundfläche || ist 



eines beliebigen Polyeders 

(F iflt der Inhalt einer Grenzfläche ; N die Anzahl der Grenzflächen, 

des ganzen Körpers \ p = -^ ; siehe sonst Seite 88 ; F^^ und F^ 

sind die parallelen Endflächen des Körpers; Fj^ der den ersteren 

parallele Mittelscbnitt.) 

cot cos — — 

r Nrii k^ 2 a 



Y^ 



■/ gm — ! — L gm x~ 

2 2 



,2 ß X . \+^ . x-4/ 

--, „. cot^ -^ cos — sin — !— 1- ßin 2. 

Nrti Ä* 2 2 2 2 

~ 3 TTx '■ 

sin* — 

2 

-- - sin — 1— i. sin ^ 

iVfii r' 2 2 

~ 3 TP Tx 

cot-*- cos' — 

2 2 

-_ , Sin -^ cos' -^ cos — 
An, r,« 2 22 



^1 ' 1 



jAi 



X + 4; . X- + 
Bin — 5—^ sin ^ 
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J = ih(FQ + 4Fi+F^) (Sünpson'sche Eegel) 



F = 



r, r^ 



sm ^ sm 

2 2 

cot— cos 2 — 

2 2 



«1 ^l 



sin ß 



^\ ^^ 1 / 2 

= -Lj-y^p^ — I ; 



= n-F 



/ = der Summe der Inhalte der Pyramiden, in welche man das 
Polyeder zerlegt, und deren Grundflächen Seitenflächen des 
Polyeders sind, während die gemeinschaftliche Spitze derselben 
ein Punkt im Innern des Polyeders ist ; oder 

= der Summe der Prismatoiden, die dadurch gebildet werden, 
dass man durch aUe Eckpunkte des Polyeders Ebenen legt, 
welche zu einer und derselben gegebenen oder willkürlich 
angenommenen Ebene || sind. Unter den Prismatoiden können 
auch einzelne Prismen und Pyramiden vorkommen. 



Tafel XXII. Bunde Körper. 



Formeln 

für den Cubik-Inhalt (J), den Inhalt (M) 
der krummen Oberfläche (Matelfläche) 
und dieGesammtoberfläche(O) respeetive: 



eines geraden oder schiefen Cylinders 

(r ist der Halbmesser, d der Durchmesser der Grundfläche; a die 
Achse ; t der Winkel zwischen dieser und r.) 



J = r^ith = Id^izh = Tzar^ . »int = i dM 



4ir * h 



J , 

Jlf = 2r7CÄ = ditÄ = 4 -^ = il/irÄ«/; == ^itd (aÄ-|-d) 
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eines oben schief abges-chnittenen geraden 

Cylinders 

(S ist die grosse, h die kleine Höhe; r der Halbmesser der Grund- 
fläche.) 

/= r^Tz ^+^ . M=:rn(H+k) 



einer cylindrischen Röhre 

(D ist der grosse, d der kleine Durchmesser; R der grosse und r 
der kleine Halbmesser; e die Wanddicke.) 

J= {i22 — r2) TIA = 1 (Z)2 — ^2)^^ = (ar— c) c«Ä 

= (D — e) « Tt Ä 
3f= a(iJ + r)irÄ= {D -^ d) %h = z (ir — e) izh 

= zlD—e)nh 



einer schief abgeschnittenen cylindrischen 

Röhre 

[k ist das gemeinsame Achsenstück.) 
J = (Ä2 _ r2) TTÄ = i (D2 _ cZ2) TtÄ; 



eines Cylinderhufs 

(a ist die Differenz der ganzen Achse H und der Achse h des 
geraden Cylinders; b die Differenz der längsten und kürzesten 

Erzeugenden.) 

J = r^n (E—- h) = {d^n {H — h) = r^na = ^r^Tift 

M =: irira = dir« = rizh = ^dnh 



eines geraden Kegels 

{l ist die Seitenlinie des Kegels = T/ä^ -[- r*; a der Winkel 

an der Spitze.) 

/ = ^ r 2 TT Ä = J Tc r^ cot — = ^irÄ3 tg^ — = J irZ^ ginS — .cos — 

2 2 2 2 
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M = rirl/Ä^-l-r^ == ml =it^2 sin i o = -r— r— = 'CÄ^ r^, — ; 

=z izriji-^r) 



eines abgekürzten geraden Kegels (Kegelstumpfs) 

{l = ]/Ä2+(B-r)2.) 



Tzh 



TTÄ 



J^l^[iB + d)^^Dd] = ^ {{R + r)» - Ar} 



M = 



^^-^^^ 1/4^2 + (D-d)2 = (72 + r)ir|/Ä« + (Ä-r)2 



4 



7t2 = (jB + r)TiZ 



= \7:{p (Z> + aO + d((i + 2Q) = 7t {ä (Ä + Z) + r (r +i)} 



/ = 



= 



0,52360^3 
= 3,14159 <^^ 



einer Kugel 

4,18879 r^ = 0,0940301/^0 

4r2it = 1/3671/2 

3- — 
12,56637 r2 = 4,8359^ j/-/^ 



einer Hohlkugel 



einer Kugelzone 
(a and h sind die Halbmesser der grösseren und kleineren Grund- 
fläche respective; h = l/r^ — h^ '^ l/r^ — a^-X 
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y== 



Äir 



= 



= 4^ {(62 + a r2) |/r2 - 62 q: («2 _|_ ^^2) •j/^TZT^ J 
diTÄ = arirÄ = aitr ||/r2 — 62 :p -1/^2 _ ^2 l 
= IT l/((a + 6)2 + Ä2) ((« _ J32 _|_ ^2) 



eines Kugelabschnitts 

(a ist der Halbmesser der Schnittebene ; 6 eine Sehne, gezogen aus 
dem Scheitel der Calotte nach einem Punkte der sie begrenzenden 

Peripherie; r = -f^^t ; h = r^iyr^ — a^; n» der Centri- 

winkel.) 

J = {r— Jä)ä2tc = iiz(2r^ q: (o2 _f- ar2) ■|/r2 — «2) 

3 a2 + Ä2 
= g Alt = I r^tt Bin2 ^n» (i — cosn» . cos2 J^n») 

= 2rirÄ = 62^ = it (a2 + Ä2) = airr (r + 1/^2 — aA 



eines Kugelausschnitts 

(0 ist der Inhalt der Kugelschale; ä = r — • l/r^ — a2.) 
/= ^d2„ _ |^2^Ä = 4r3Trsin2^nO 



O.r 



H 



2 A 



eines sphärischen Zweiecks 
(Ä ist ein Winkel des sphärischen Zweiecks.) 



J = 



Är^n 



270 



) 



O = r- = 2.är2 

90*' 



Tafel XXII. Rande Körper. 
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eines sphärischen Dreiecks 

{Äf B und C sind die sphärischen Winkel des Dreiecks ; a, h und 
c die gegenüberliegenden Seiten; e der sphärische Excess; 

a-j-6-(-c 



s 



•) 



= *raTr( 



1800 y 







^ + g + (7— 180O 
i8oO 



r» IC = (^ + ^ -f C — ir) r» 



"^ l8^ r2iT,woe = ii + J5+(7— IC 



a 6 -- 

^ cot — cot \- cosC 

. O z a • 

cot — = 

a sin (7 



(^ l/sin» . sin (» — a) sin (« — 6) sin (« — 

sin — = — r 

2 a o ,c 

2 cos — cos — cos — 

2 2 2 



«) 



cos 



I -f- cos a -\- cos h -{- cos c 



a h c 

4 cos — cos — cos — 
222 



t« 



'-V-i 



8 — a 8 — h 8 — c 
tg — -— tg — -— - tg -— — 



eines Körpers, begrenzt durch eine beliebige 

krumme Oberfläche 

ifitfi • ' *fin ^^^'^ Ebenen, die unter sich parallel und in einem 

Abstände, unter je zwei auf einander folgende, = a gelegt sind; 

ri, rj, r, . . . die Halbmesser der parallelen Kreisebenen.) 

«^= f (/4-4/l + »/ä+4/3 + i/4 + . . .+/2„) 

== "Y" (>•* +4»-,» + »rj» +4rj» + . . . -{-r^) 
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Keanter Abschoiti Eörperbereebnung. 



eines Umdrehungskörpers, entstanden durch Drehung 

einer ebenen Fläche um eine in ihrer Ebene liegende, 

sie aber nicht schneidende Achse. (Guldin'sche Regel.) 

J = dem Produkte aus der Erzeugungs - Fläche {F) und dem bei 
der Erzeugung des Rotationskörpers durchlaufenen Wege (S) 
ihres Schwerpunkts = F , S 



eines Körpers, entstanden durch die Drehung eines 
Dreiecks ABC um eine Achse 

(a, b, c sind die Goordinaten. aus den drei Eckpunkten ; p das Loth 
aus dem Schwerpunkte des Dreiecks auf die Achse ; F die Fläche 

des Dreiecks.) 



/ = 



2 n 
3 

2TZ 

27t 



(a + 6 + c)^=2jpjP 



(b-^c) F wenn A in der Achse liegt, mithin a = o ist 



= c F wenn AB ia der Achse liegt, mithin o = 6 = o ist 

__ ^ ^ (a-A-'b \F ^®^^ "^ ^^^ ^ ^^ ^®^ einen, C aber 

3 ^ ""^ ' an der anderen Seite der Achse liegt 



eines Körpers, entstanden durch die Drehung eines 
Kreisausschnitts ACE um eine Achse 

(c ist die Ordinate aus dem Mittelpunkte auf die Achse ; F der 
Inhalt des Kreisausschnitts; b die Projection des Bogens AE,) 

J = — {6cF± zr^b) 

= r2 / c 7t ■ 2 r \ für den Quadranten, wenn dessen Halb- 
\ 2 ^ J messer || zur Achse liegt 



r^ 7t 



= (3 c Tt i 4 »•) für den Halbkreis 
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eines Paraboloid s 

(siehe Seite 95 und 142.) (i^ist der Inhalt der Grundfläche; d deren 

Durchmesser; h die Höhe.) 

, Fh d^h ^ 

J = xy^ IT = = 0)7o539 . . • 

2 2 



eines Ellipsoid's 
(siehe Seite 98 und 142.) 

O = Are ( sin = — j -j 1/ a^ — t^x^l die grosse Achse 

. I hei Drehung um die 

= 2b^n+ ^-^ ln{t+ |/i+ e^} f kleine Achse 



eines Fasses 

(b ist die halbe Spundtiefe; a der Halbmesser des Bodens; 

c = 6 — a.) 

J = Tzh {b^ — i bc -^- \ c^) bei kreisförmiger und parabolischer 

Krümmung 
= n 7i (62 — I Je _j_ j. c^) bei elliptischer Krümmung 
=. Tth (b^ — J6c — ^ c^) bei conchoidischer Krümmung 

für ein an den Enden wenig gewölbtes Fass 



eines Hyperboloides 

(r ist der Halbmesser der Grundfläche ; d der Mitteldurchmesser; 
h die Höhe aus dem Scheitel auf die Grundfläche.) 



176 



Neunter Abschnitt KÖrperberecbnang. 



eines Paraboloide n-S t u m p f e s mit zwei || Begrenzungs - 

Flächen, die _L ^^^ Achse sind 

(D und d sind die Durchmesser der Begrenzungs-Flächen; h die 

Höhe des Stumpfes.) 



eines Ellipsoiden-Segments, dessen Grundfläche 

J_ einer der Achsen ist 

(a ist die grosse, h die kleine Achse; h die Höhe des Segments.) 

1) wenn die Schnittebene _L der festen Achse ist: 

J = -7- (3 6 -^ a A) —7^ — f bei Drehung um die kleine Achse 

2) wenn die Schnittebene || der festen Achse ist : 

it bhA 
= — (3 a — 2Ä) > bei Drehung um die kleine Achse 

= — • (36 — 2 Ä) —j— > bei Drehung um die grosse Achse 



eines Hyperboloiden -Stumpfes mit zwei || Begren- 
zungsflächen, die jL der Achse sind 

(JS ist der Halbmesser der unteren; r der der oberen Schnittfläühe ; 
d der Mitteldurchmesser ; h die Höhe des Stumpfes.) 

7 = -^ (Ä« + r2 + d2) Ä ■ 
o 



eines hohlen Ümdrehungs-Cylinder s 

(d^ und <22 sind die Durchmesser des äusseren und inneren Grund- 
kreises respectiTe ; d der mittlere Durchmesser ; t die Wandstärke ; 
d = iid^ + d^) = di^t; t = ^ (d, ^ d^.) 

J = l t: {df—d^) h = K dth 



Tafel XXII. Rande Kttrper. 
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eines hohlen abgestumpften Umdrehungskegels 
(D| ist der äussere Durchmesser der einen, (Jj der innere Borch- 



messer der anderen Endfläche 



d,= 



ü, + rf. 



der mittlere 



Durchmesser ; l die Seitenlänge ; < die zu 2 J_ Wandstärke.) 



einer Kreis-Spindel 

(Eine Spindel im allgemeinen ist ein Körper entstanden durch die 
Drehung eines Curven-Bogens, begrenzt« durch zwei Doppelt-Ordinaten, 
um diese als Achse ; a ist die Länge der Spindel und die Sehne des 
Sjreisabschnitts ; d der Mittel-Durchmesser = % h\ p der centrale 
Abstand = r-r^h; JP der Inhalt des erzeugenden Kreis-Segments, 

siehe Seite 158.)- 

J= 2 n (t^«'— -P» 



einer parabolischen Spindel 
J = 0,41888 d^ a 



einer elliptischen Spindel 

(2> ist der Mittel - Durchmesser ; d der Viertel - Durchmesser ; p der 

centrale Abstand = 4- - — = ^^=r- ; -Fder Inhalt des erzeugenden 

^d —zD 

Ellipsen-Segments, siehe Seite 160.) 
J= 0,5236 |d2_4^1Z_ D^p\a 



Cpi8t=J 



einer hyperbolischen Spindel 

4^2 — 2 J[>2 , „ t^ 1 

7—5 ~- ; F der Inhalt des erzeugenden Hyperbel- 

(4 d — 3 Z)) 

Segments, siehe Seite 160.) 



7=0,5236 ^2>2 + 4 



{^^ + 4(^-^)^}« 



12 



ft 



17S Neunter Abscbnltt KSrperberechnnng. 



der beiden Ungulas, in welche ein rechtwinkeliger 

Pyramiden-Stumpf durch eine gegen seine Grund- 

fiäche geneigte Ebene zerlegt wird : 

1) wenn die Schnittebene diagonaliter durch zwei einander gegen- 
überliegende Kanten der Grundflächen geht, 

für jeden der beiden Keile ist: 

J ='^ {zA + d) siehe Seite 168 
6 

2) wenn die Schnittebene durch eine Kante der einen Grund- 
fläche geht, von der anderen aber ein Stück abschneidet, 

für den Keil: wie eben; für den nachbleibenden rechtwinkeligen 

Obelisken ist: 

J ^ JL h^ A -{- a) B + {%a + A) h\ siehe Seite 168 

8) wenn die Schnittebene durch eine Kante der einen Gnind- 
fläche gebt, und ein Stück von der gegenüberliegenden Seitenfläche 
abschneidet, 

far den Keil: wie oben; für das nachbleibende unregelmässige 

Polyeder ist: 

Z s= der Differenz des Inhalts des ganzen Körpers und des Keils 



eines Cylinderhufs^ abgeschnitten durch eine Ebene 

_L der Grundfläche 

{J, ist die Länge des Hufs oder die Seitenlinie des Cylinders; j^ der 
Inhalt des durch die Schnittebene fixirten Kreisausschnitts der 

Grundfläche, siehe Seite 158.) 

J =1 F.l 



eines Cylinderhufs, abgeschnitten durch eine gegen 
die Grundfläche geneigte und durch eine der Seitenlinien 

gehende Schnittebene 

{d ist der Dnrohmesser des Cylinders; h die Höhe des durch die 

Schnittebene fixirten Kreis - Segments ; c die Sehne des letzteren ; 

e2 der Durchmesser der Grundfläche des Cylinders.) 
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der elliptischen Uhgiitlas^ in welck« ein Kegel- 
stumpf durch, eine Ebene, die diagonaliter durch zwei 
einander gegenüberliegende Endpunkte der Durchmesser 
der Grundflächen gelegt ist, zerlegt wird 

(D ist der Durchmesser der grösseren , d der der kleineren Grund- 

Mdht; h die- Höhe de« Stompfes.) 

«) far «ton grösseren Körper ist: 

J= o,z6.8 ( ^'-^V^ DH 
b) für den kleineren Körper ist: 

\ D-d ) 



der parabolischen Ungulas^ entstanden dadurch, dass 

eine Ebene durch einen der Endpunkte des Durchmessers 

der kleineren Grundfläche eines Kegelstumpfes || zu 

der gegenüberliegenden Seitenlinie gelegt ist 

(W ist der Inhalt des Parabelschnitts, siehe Seite 66.) 

a) fitf den kleineren KSrpor i«t: 

h) für den grösseren Körper ist: 
Jy = dem luhaUa des Kegelsiumpfes ^ J (siehe Seite 171.) 

eines Rings 

(2> ist der äussere Durchmesser; d der der Meridianlinie, die ein 
Kreis ist; D| = 2) — ' df der Itfitt'eldurchmesser des Kings.) 

J= ;}ii2d2(i>_^ = j„2^2.2>j; 0=1:2 d(i> — cQ = i:2d.i)i 



eines Rundstabs 

(hier ist die Meiidiuilinie «in Halbkreis taiü dem Durchmesser d ; 
Di der innere DurchmesBer des Eund^tabs.) 

12* 
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einer ausgefüllten Hohlkehle 
(Di ist der ftussere Durchmesser der Hohlkehle.) 



eines elliptischen Rings 

(die Heridianlinie ist eine Ellipse mit den Halbaehseü a und h; 
Dl der doppelte Abstand des Mittelpunkts der Ellipse Ton der 

Drehungsachse.) 

J = n^ahDi 



eines Tonnengewölbes 

(d ist die Spannweite; ^d die Pfeilhdhe und l die Länge; L der 

Flächeninhalt der Leibung.) 



eines Kappengewölbes 

(c ist die Stärke.) 

, «• d>4-4Ä'4-4cÄ , .0 Adh ^ a lÄ 

Js=n-r-s , dl wo sin — =j=-t — rr-'t *fiP — = "T 



einer Gewölbwange 
(2 ist die Lange der Widerlagslinie.) 

J=:^d^l; L = \dl 



einer Gewölbkappe 

(l ist die doppelte Scheitellinie.) 

•^ = A(3K — 4)d'i; i = i(ic— 2)d2 






eines n-seitigen regelmässigen Klostergewölbes 

{d ist der Durchmesser des dem n-£ck eingeschriebenen 
I d die Pfeilhi^he; s die Seite des n-Ecks.) 



Tafel XXII. Runde Körper. i^i 



= J (£3 1/3 fürn = 6; = j «£8 (]/i — i) für n = 8 

L = ^nds = ^nd^ ig = 1 d' f8r n = 4 

= d« 1/3 für n = 6; = 4<''(|A — i) für « = 8 



einer Hängekuppel 
(a igt die Seite des Quadrats.) 

y = t\ w (5 — a y^i) a3 ; = -Jic (1 |/a — i) «' 

Z = « (lA - 1) a» 



eines Fächergewölbes 
(0^ iflt der Inhalt der ganzen Gewolbflaohe.) 
J == J^(3i:» — ioir+a»a8; = J (« — ») 1: a» 



eines n-seitigen regelmässigen Kreuzgewölbes 

(a ist die Seite des n-Ecks.) 

/ä ^ n (3 it — 4) a3 . cot = .jJij (3 IC — 4) a3 f&r n = 4 

= 4|/3(3it-4)«'^rn=6; =|(|/^a+i)(3ii— 4) a3farn= 8 

= ^niit4-*(Ä— a) CO* [«*=1(3« — 4)«' für n = 4 

= f{»|/^j(i:-a) + ic}a« ftrn = 6 

= {»(]/» + !)('*"' *)+'*}**' 'ör « = 8 

L = in(it — a) a* . cot = (ir — a) a' für n =■ 4 

* ^ ^ n 

= }|/3(«— a)«^fi»« = 6; =a(|/a + i)(« — a)a2ffirn=8 



1^32 Neantor Abffcboiti ' KVtperberecbnang. 



Tafel XXin. Regelmässige Polymer. ')* 



FQnneln 

9 

fUr den Inhalt (J) respective die Ober 

fläche (F): 



eines Tetraeders. 

j=^y, =^1/3 =8r'V3 ='-^ 
= 0,11785 a' = 0,51320 JS^ = 13,85640 r^ c= 0,61237 Tj* 

= 1,73205 a 2 = 4,6i88ojB2 = 41,56920 r^ = 5,19615 r^* 



eines Hexaeders 

zyz 

= 1,53960125 = 2,82842 rj3 

JP=6o2 = 8i22 ?=24r2 = i%r^ 



eines Octaeders 

= 0,47140 a' = 1,33333 ^' ^ 6,92820 r» e=: 2,44949 r^ 

F=2a^Y^ =4Ä*|/3 =i2ra}/3 ;= 6 ri» ■|/"3 

= 3,464x00^ = 5,92820 jR2 = 20,78460 r* = 10,39230 r|2 
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eines Dodekaeders 



/ = 



^Vs(7 + 3>/-5) 
7,66312 a^ 



= 2,7851612« 



= ior3|A 1/65 — 291/5 = i^i^Yso+^^Vs 



= 5,549*4 r* 



= 12,44950 ri» 



F 



= 15«^ y' 



+2V 



= 2521/10(5-1/5) 
= 10,5146252 



20,64575 «2 

3or^V2(65-29V7) = «5 r,' '/S^ 
16,64771 r2 



— -r...« 



= a8,53i73»-i' 



eines Ikosaeders 



/ = 



^(3 + l/-5) 

2,18170 «3 



= 10 r3 |/"3 (7 — 3 1/5) 

= 5»oS395»'^ 
^ = 5 a2 |/"3 

== 8,66025 «2 

= 30 r» 1/3 (7 - 3 V^5) 
= 15,16185 r2 



= -p|/io+»y7 

= 2,5361453 

= iri3(3+y5)y3 

== 11*33643 »-l' 

= 2 52y3(5-l/5) 

I 

= 9j57454-B^ 
= 15 »-1^ 1/3 
= »5»98o75 »-1* 



eines regelmässigen w-seitigen Körpers 2)* 



^, 180O 180O 
Nn o3 . cot2 cos 



/ = 



n 



m 



24 j/sm* C082- 



80» 



m 



1 
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^y a ist eine Kante; R der Halbmesser der eingeschriebenen, 
r der der umschriebenen Kugel; rj der Halbmesser eines einer 
Grenzfläche umschriebenen Kreises. 

^)* a ist eine Seite; N die Anzahl der Seitenflächen; n die 
Anzahl der Kanten jeder Seitenfläche; m die Anzahl der Flachen- 
winkel an jeder körperlichen iElcke. 



X. Abschnitt. 

YERSETZÜNGEN. REIHEN. 
GLEICHUNGEN. BINOMIEN. 



Tafel XXIV. Yersetzongen. 



Gesucht 



die Anzahl aller Per- 
mutationeu aus n 
▼erschiedenen Elementen 



die Anzahl aller Per- 
mutationen aus n 
Elementen, unter denen 
p gleiche, q andere 
gleiche, r wieder 
andere gleiche sind 



die Anzahl aller Com- 

binationen aus n 

verschiedenen Elementen 

zur m*^ Classe 



Formeln 



Pn = I . 2 . 3 . . . (n — i) n ; od. 

Pn ^^nP{n — i) = n (n — i) . . .3.2.1 



Pn. 



P, 9, r 



1.2.3 (w— i)n 

I . 2. 3...P.1 . 2 .3. ..9.1 . 2 .3...r 



nCm 
nCm 



n(n — i) . . . (n — (wi — in 



od. 



I . 2 • 3 » ' ' m 
= nC (n — m) 

n(n — i) . . . (n — (n — m — ifj 



1.2.3 • * ■ (^ — ^) 



• 


Tafel XXV. IMhen. ]95 


Gesucht 


Formeln 


die Anzahl aller C o m - 
binationen mit Wie- 
derholung aus n Ele- 
menten zur m^>° Classe 


nCCm — 

n(n+i){n+2). . .(«+(m-a)) ((ti+(m-i)) 


1.2.3 ^ 


die Anzahl aller Varia- 
tionen aus n yerschie- 
denen Elementen zu der 
m*«» Classe 


n Fm — n{n — i) (n — 1) . . . ^n — (m — i)) 


die Anzahl aller Varia- 
tionen mit Wieder- 
holung aus n Elemen- 
ten zu der m*«» Classe 


n FFm — n* 


Tafel XXV. Reihen. ')* 


Gegeben 


Gesuchte Formeln 


a) in einer arithme- 
tischen Progression: 
«1» «j d 

8^j n, d 
8^, n, Ol 


«n = «l + (»— 0^ 

a iS^ + ** (** — ^) d 
zn 

= n ^^ 


- a ± Vi""' a) +»^«n 


n, aj, d 
o,, a^, ci 


, n(n— i) ^ 

= ^ »1 + j^ d 

„(n— i) 
== n o„ ^ d 
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Gegeben 



ö«» »», d 



S^, n, d 



^y «n> ^n 



n, a^ 8^ 



«1» «I »n 



«1, w, Ä^ 






ß) in einer geometri- 
schen Progression: 



ai, «, 



4» ^» 



e, 8. 



Gesuchte Formeln 



= a^ — (n-^i) d 



2 8 



n 



Ä 



n n — I 



n 



. d 



=iin:+i)- 



% dS. 



n 



d = 



z (na^ — 8^) 
n{n — i) 



»„ — öl 



n — I 

n (n — i) 

<»n' — «1^ 

*^n — («i+«n) 



_ aa^ + ^±l/(^% + <^)^-«^^. 



2 (2 



2/$^ 



n 



(2 01— d)±|/(2ai — d)2 + 8(2Ä^ 



2(2 



(2 



a. 



n 



Ol e 



n— 1 

^„(e-i) + a| 
e 
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Gegeben 



«I »» »n 



a, e 



«1» »» «» 



«1» ^n» "n 



«i» ^n» " 



Ä^ a«, n 



«, 


«> 


^« 


«1» 


»> 


Ä« 


«l» 


«, 


n 


«1» 


e. 


«n 


1 ***' 


«> 


•n 



Gesuchte Fonnebi 



Ä« («-!)« 



n— 1 



«„(«»-•^"~-«i(s«-<'ir' 



=:0 



Ä> = 



e — I 



e — I 



«, %, n 









e"-^ (e — i) 



«1 wenn » = cso und e ein 



I e ' ächter Bruch ist 



a. 



a, = 



n— 1 



e 



t 



«„(«->) 



n 
e — r I 



n— 1 



^n — «1 



3L — tt- 
91 n> 



«i«^+«»('-«)-« = 



s. 



€ = 



.n— 1 



+ 



n 



^« — «« 

91 91 
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Gegeben 



»1» «> «» 



a 



1» »n» 



Ä. 



«1> '^n» ^n 



^n» «n 



Y)die höhere arith- 
metische Reihe: 

Ol) 02» ^3 * * *^n BUthin 

die erste Differenzreihe 
derselben : 

Aa|, Aa2} Aog ... Aa^ 

nnd die zweite Differenz* 
Veihe derselben: 

A^flj, A'aj, A^aj... 
A*a^, sowie 

Aai = «2 — «1 

Aä2 ^^ ^3 — ^2 

A2oi=Ao2 — Aai 



Gesachte Formeln 



loga„ — log«! 

» = ^-i 

löge 



log(Ä^-aj)-log(Ä„-a„) 

_ log{^^(e — i) + a^} — logotc 
"~" log« 

logc 



+1 



+1 



+1 



Aa s=: a 
n 



n+1 



die arithmetische Beihe 

der zweiten Ordnung 

mithin: 

A^tti = A*o, = ... 



(n— i) (n— i) (n — 3) 



+ 



^« =««1 + 



+ 



I . a . 3 
n(n— i) 



A3ai+ ... 



A a^ 



I . 2 

n(n — i)(n — 2) 
1.2.3 



A2ai-f- ... 






(3»i — 3«2 +«3)— -(5»i ~ 8«j +3«8) 



n 



+ — («1— »«2 + «3) 



- , n(n— i)Aa, , n(n— i)(n-2) . • 



= ^-(1101-702+203)+ Y(20i-3«j+a3) 



+ y(«i — *»i+o,) I 
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Gegeben 


Gesachte Formeln 


die Dreieckszahlen: 
1,3,6,10,15,21,28... 
mithin a| =: i 

Atti = %' 
A^a, = I 
A^öj = 


^« = 1.2 

^ n(n+i)(« + 2) 
" 1.2.3 


die Viereckszahlen: 
1,4,9,16,25,36,49... 
mithm a^ = 1 

Aai = 3 
A»«! — 2 
A^ttj = 


^ n(«+i)(2n+i) 
« 1.2.3 


die Funfeckszahlen: 
1,5,12,22,35,51,70... 
mithin a^ ==- i 

Aai — 4 
A«a, = 3 
A^ai = 


»f(3n— I) 

a = 

» 1,2 

^ _ «(»+i)(3« + o) 
* 1.2.3 


die Sechseckszahlen: 
1,6,15,28,45,66,91... 
1 mithin Oj = i 

Aa, - 5 
A^ai = 4 
A»«! = 


4 «2 — 2« 
*» 1.2 

^ ^ «(n+i) (4n-i) 
*• 1.2.3 


die Siebeneckszahlen: 

1, 7f 18, 34,55» ^i»"*-- 
mithin a, = t 

Aa. = 6 
A^a, ~ 5 
A^Äj = 


• 

_ 5 n« — 3 n 
•» 1.2 

^ n(n+i) (5« — a) 
" - 1.2.3 


die Achteckszahlen: 
1,8,21,40,65,96,133... 
mithin a| = i 

A^ai = 6 
A»Oi = 


6n' — 4« 
** 1.2 

«(n+i)(6« — 3) 

= — -— 

" 1.2.3 


die £B-£ckszahlen 


(a? — 2) n' — (a; — 4) n 
"« ~ 1.2 
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Gegeben 



die arithmetische Beihe 
der dritten Ordnung, 
mithin 

A*ai = A'^Oi = . . . 
= o 



die vierseitigenPy- 
ramidalzahlen: i, 

5»/4»3o»55»9i»i40... 
mithin a^ = i 

Aai=4; A*ai = 5 

A3oi = a; A*ai=o 



die dreiseitigen Py- 
ramidalzahlen: ty 
4, 10, 20,35,56,84 ... 
mithin ' a^ = i 

Aai = 3; A2ai=3 
A3ai = i; A*aj=o 



die fünfseitigenPy- 
ramidalzahlen: i, 
6,18,40,75,126,196 ... 



«1 



mithin 

Aai = 5f A2ai = 7 
A^öj = 3; A*Oj = o 



die sechsseitigen 
Pyramidalzahlen: 

i> 7. "» 50» 95» 161» 
251 ... 

mithin a^ = 1 

Aa, =6; A^a^ = 9 

A''ai=4; A^ai=o 



Gesuchte Formeln 



n 



= ai+(n — i) Aai+^ ^^ ^A^aj 



I . 2 



S.= 



« 



I (w~i)(n— 2)(7i-3) ^^^ 
1.2.3 ^ 

, » (n — i) . 
* 1.2 * 

n(n-^i)(n^2)^, 
1.2.3 

1.2.3.4 



a. 



n 



i^. = 



n 



w (w -|- i) (w -f- 2) 
1.2.3 

w(n-f~') (»H-2) (w-|-3) 
1.2.3.4 



Ä. = 



W(gt-|- l) (2W"|-l) 
1.2.3 

n(n~|-i) (n"f-2) (zn-^-z) 
1.2.3.4 



n(n-|- i) 3« 



Ä. = 



1.2.3 

n(»+i) (w+^) (3^ + ') 
1.2.3.4 



_ n(n + i) (4w— -i) 



5. =- 



1.^.3 
(n+i) (» + 2) 4n 
I . *. 3 • 4 
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Gegeben 



die siebenseitigen 
Pyramidalzahlen: 
I, 8, a6, 60, 115, 196, 
307 ... 

mithin Oj = i 
A^i = 7; A^a^ = 11 
A3ai=5; A*ai=o 



die achtseitigen 
Pyramidalzahlen: 
I» 9' 301 70> 135» 231, 

363 • • . 
mithin a| = i 

Aai = 8; A2oi = i3 
A3ai=6; A*a|=o 



die x-seitigen Py- 
ramidalzahlen 

mithin Aa^ = x 

A^ttj =205 — 3 
A^flj = oj — a 



Gesucht 



S) hei Zinsesrech- 
nnng: 2)* 

das neue Capital 
das ursprungliche Capital 
die Procente 
die Jahre 



e) bei Zinseszins- 
rechnung: 3*) 

der Anwachs des Capitals 
das ursprüngliche Capital 

der Zinsfuss 



Gesuchte Formeln 



n 



S^ = 



^ (» + i) (5 ^ — 2) 
1 . a . 3 



-0 



n 



I . 2 . 3 .4 



a. 



n 



n («-|- i) (an — i) 3 

~" I . a . 3 

n(«-|-i) (w-f-a) (371 — i) a 



S^ = 



n 



I . a . 3 . 4 



n 



= -^^{3 + (»-.)(«-.)} 



S. = 



n 



«(n4-i)(w+a) 
I . a . 3 . 4 



{4+(aj — a)(n — i)} 



Formeln 



^1 
C 

P 

n 



= <? + 



100 



100 Ol 
100 -[- pn 

100 ((7| — (7) 
n. C 

100 (Ci — C) 
p. C 



logÄ = 
log (7 = 

log « = 



log C -[- w log « 
log il — n log 2 

log Ä — log C 
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Gesucht 



der Anwachs desCapitals 



die Anzahl der Jahre 



die Anzahl der Jahre 



das ursprüngliche Capital 



die jährliche Yergrösse- 
rung 

die Anzahl der Jahre 



das direct oder invers 
angewachsene Capital 

das ursprnngHche Capital 



der jährliche Abzug 



die Anzahl der Jahre 



Formeln 



n 



n 



log Ä — log C 
log z 

log m wenn das Capital m mal 
log z BO gross werden soll 



n 



M-i 



I) 



z — I z — I 

wenn F = C ist 

ii Ff/— I) Aiz-i) 

z z (z l) Z I 



F = 



n = 



{Ä — Cz''){z—i) 

n 
Z — I 

log (A{z-i)+r)-iog(c(z -i)+r) 

+ 

log z 



oder 


log z 




> 


log A ((« 


-0 + 


0)- 


-logC 



Ä = 



Z I 



C 






F = 



(Cr/-^)(^-l) __ C(g — i) g" *)* 



n 
2 — I 



z — I 



n == 



log(Ä{z^i)-V)-log(C(z-i)^V) 

log z 

log F- log (F-C(g-i)) 
log » 



4^* 
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aeaen 



Q Beihen, die aus Brüchen entstehen: 



' = I -fa+ a2 +«8 +a* +...+/ + ** 



n-\-l 



I — a 

I 



I — a 



a — I a ü* a' a* 



= 1 — a-|-a* — a^ -\- a* 1-. . . 



e 



T ">" ;r2 + "ir I "TT • "^ » • 



a ' a' 



a' 



I — za-\- a' 



= i+aa-["3^' + 4'*^ + 5**+* • • 



_^^__==, + 3a + 6«2 + ioa3 + i5a* + ... 






o" — X" n—l , n—2 . «— S , , 



a — X 



n — 8 
4-05 a^ 

n— 2 , n— 1 

-[- «öB -f- X 



t)) Binomische Beihen: 

a) für ganzen positiyen Exponenten 

, n(n — i) (n — 2) ti-3-, , , 

+ _i LI L a 6^ 4- • • • oder 

— 1.2.3 

(a + 6) = o f I +— -j = ö ('+*) = <» (i±«» 



' 1.2 — 1.2.3 



13 
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h) für geraden E^onenten 
I. Gl. II. Gl. III. Gl. 




I . 2 



nf Gl. 



iü+Ol 



Gl. 



, 2 »...(«+ 2) n-|-l_»i— 1 , 2 n . . . (w + l) n n 

H ^ — ■ -a o -\ ■ ao 

I . 2 . . . (» — i) I . . . n 

(n + 2)*« Gl. (2n— !)*• Gl. 



■n /" 



, 291... n n-l_n-|-l , , 2n(2n — l) «,2«— 2 

I . . . (n+i) ' ' 1.2 

zn^Gh ( 2W+i)*^ G l, 

+ znao -f- ' o 

c) für ungeraden Exponenten 

I. Gl. II. Gl. III. Gl. 



. , ,.2n-}-l 2n-f-l , , , v 2n_ , (2n+l)2n 2n— 1 2 , 
(a + fc) = a +(2n-|-i)a 6 -]-^ ' — ~ a h +... 



n*« Gl. 



(n+i)^ Gl. 



I 



, (2n + l)... (n-fa) ^n-f 2 ^»-1 (2W+I...(n4-2) ^n+l ^n 

1 . r . (w — i) "^ I . . . TO 

(n + 2)*« Gl. (n + 3)*« Gl. 

. (2«+ i) . . . (n+ i) w,«-f-i , (znA-i) ,..n n— l_n+2 , 

H ; r— ~ a O -4-- —■ ; O O +. . 

I...w(to-}-i) I...(»4-2} 

2 71*^ Gl. (2n+ iy*'GL ( 2n4-2)*«* Gl . 

, (2 71 + I) 2W 2 ln-1 I X 1,»« I r»«+l 

T a -j- {zn-f-i) aö -[- 

1.2 

<2) für ganzen negativen Exponenten 

a a^ '•* a^ 1.2.3 a 

-|- . . . oder 

(ajhft) =a (i+— 1 =a {i±x) 

-nf __ n(n+i) « _ n(« + i) (n + 2) , , \ 
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e) für gebrochenen poätiyen Exponenten 

(a+6) =a ±— -a b+ \ J a h^ 

— n 1.2. w* 



w— An 



+ wi (m — n) (m -^ 2 n) « , • , , 

— ^^ ^-^ — = a 6* 4- . . . oder 

I . 2 . 3.1»' ' 



m 






a; 



, m(m — n) ^,4, TO(m>-n)(m — 2n) _, , \ 

' I . 2 . n' 1.2.3.»* / 

/) für gebroehenen negativen Exponenten 



, I ,. n I m h , «i (m + n) 6* 

(a"T~6) ^ j_ — • -I- — ^ = — -'' 

— ' «"In «+« ' I . 2 . n* «+ 



4-2n 



m (m + n) (m + * w) 6^ , , 

_|_ — ^ — - — -^ — \ . — T^ h • • • oder 

a " 
mm in M (II 

\~n *i.2.n' • i.2.3.n* ' / 



X) Exponential-Eeihen: ^)* 



«^ , a' , , (Ev 



1.2 1.2.3 I.2.3...t? 



_f? — ) 

1.2.3. n/ 



— fls .05^ 05' . «^ 



6 s= Z —X -4- —- - ' - '■ ' " ■ -f- '• """ • • • 

' 1.2 1.2.3 1.2.3.4 - 

18* 



."..> 
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= 1 +iC 



log« _i_ / logay _^ i_ / logoV , 

log« ' 1.2 \ log«/ ' 1.1.3 V, log«/ 



=,+«z„„+^^+fefi^+; .^+_%^4... 



1 . 2 



I .».3 



1.2.3. • «^ 



+ K + 771 (s) + TXi (5).+ • • • 



|i) Logarithmisclie Reihen: 

ln(i-\-x) = oj 1 1 1-... (Mercator's Beihe) 

.^345 



oder 



2w ^er = (^r — - 1) -.. ^ — — -^ -|- i — -—^ i —L. _|_ . 



In^i — x) 



X 



a ■ 3 4 

wenn e = i-^-x 



x^ x^ X* x^ 






wenn z = — ■ — 



I A-x I + » , I 

wenn — ' — = — ! — , also x = — ; 

z — ac isr ' I +a« 

log(i+«) = log «+»if|-i — f- , ' ,, + , ' ,, +..4 

wenn M = r , also M, Inz = log« 
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iog(i4-aj) = logeu — Y+Y""7 + y — ^---j 



log 



oder 



fei(aj+') ==in(aj— i)-j-* ( (-s — r--^ jr--!-. . . J oder 

iii(a5+i) = foia + i ( — \ [-— — i-— — -L-- — L— _.-i_... ] 

. ' \aa;-f~' 3(2«+i)3 ' 5(2«+!)*^ ' y| 

wenn x = 2 as + ^ 

Zn (« -|- 1) -}- ^w (« — i) I ^w(a5-j-i) — ?»(» — i) 
2fi a? = 1 

H ^— tH \-T-\ 1— r+« • • (Thomson's Eeihe) 

' 3 . 405* ' 5 . 6a:' ' 7 . %x^ ' ' 

In jedem System ist: 
log(i+«) =. Jf(a!-^ + y-^ + -. . .)= ir.J»(i+«) 



Trigonometrische Reihen: 

a) welche die Functionen durch den Bogen geben 



aj« 



sin a; = a; [- 



»' 



a;' 



1.2.3 1.2.3.4.5 1.2.3.4.5.6.7 



+••• 



X' 



cos a; = I 1 

1.2 ' 1.2.3.4 



«' 



z. 2. 3. 4. 5. 6 



X 



8 



tgaj= x-\ — 7- + 



2aj' 



+ 



17«' 



+ 



' t^ • • • 



62a;9 



1.3 1.3.5 »-a-S-T-S I-3-5-7-9-3 



+ .. 
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IX x' a X* 



cot a = 

« 1-3 i-3-5;3 i»3-5-7-3-3 

, X^ , 5 35* 1 6l«« , 277 05® , 

' 2 ' »4 720 ' 8064 ' 

coBec sc => r "^ ~i — 7 — r 7 — » r • • • 

X ' 6 ' 360 1512Q ' 604800 * 

h) welche den Bogen durch die Functionen geben 

V , x^ , 1.3 X* , i.'^.K.x'^ , 

Arc(8in = x) = xH — f- . . . 

' 2.3 a.4.5 2.4.6.7 



i.3.5...(2n — i)x ^ 
' 2.4.6...2n(2n--|-i) 



Arc(co8 = x)= X ^ "^ 



2 2.3 2.4.5 2.4.6.7 

x' , X* , , .•* X * 



Are (tg = x) = X 1 . . .+ (— i) i — (Leibnitz Beihe) 

3 5 2n-+-i 



3 ^5 -i_. ^2n+i 



It X X )x I 1 £ 

Are (cot = x) = x-\ (-. . . -|- (—1) 



2 '3 5 ' I \ / 2n-f-i 

Arc(8ia = x)=-^«n{|/i— x2 +ix}= t7n{|/i — x» — »«} 

Are (cos =x) = -r in (x -|- i l/i — x^j = * Zn (x — » |/i — x*J 

Are (tg = .) = Aj«fi±4^) = Az«fc) = iiMfi^^ 

;. ^ I «^'^^ a? , I . 3 sin» X , I . 3 . 5 BinJ X , 

• 2.3 ' 2.4.5 2.4.6.7 ' 

V . 2nr4-l 
I . 3 . 5 . . . (2 n — I ) sin ' x 

~ 2.4.6...2n(2n-|-i) '*•' 

« = tgx-Jtg3x + |tg5aj-|tg'x+...H L_tg^"+^x+. . . 

•~~ 2 W-f- I 
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c) welche die Functionen durch andere Functionen geben 



I • ^ 
tga5 = Binaj-}-^8in'a5-| — ^sin* x -\- 

2 • 4 



2.4.6 



sin'' «-[-... 



cotg x = coBx4-l cos^ x-\ — — cos*^ X -\ — '-^^ cos' aß-(- . 

2.4 2.4*0 



sinoi; 



=.tg^(i-tg»-j+tg«^-tg«^+...) 



cos X = 1 — 2 tg' [-2 tg* — 

2 2 



2 tg^ [- . . . 



log sin SC = log aj — if ( 1 1 h • • • j 

logco.* = -Jf(^— + — + — + ^-^-g^+...j 

logtgx = loga=+lf(^ + ^ + ^^ + ...) 

(2) welche die Functionen vielfacher Bogen durch die Potenzen der 
Functionen des einfachen Bogens geben 

an^x = 3 8ina; — 4 sin' x 

sin 5 x = 5 sinoc — 20 sin' x -{- 16 sin* x 

eiajx = ysino? — 56sin'a; + ii28in*aj — 648in''a5 

sin9a; = 9sin9; — I20 8in3«-f"43*^** — 576sin''aj+2568in^a5 

cos 3 a; = cos o; (i — 4 sin^ x) 

C0B5« = cosa? (i — I2sin2aj -|- lösin^ar) 

C0B7X = cosas (i — 24Bin*a5-|-8oBin*a5 — 64sin^a:) 

00090; = 00805(1 — 40 8in^a54-240 8in*« — ^^Sam^x-{-2s6täji^x) 

sin 2X = 2 sin or . cosx 

sin 4CC = (4sinx — sin' x) cos x 

sin 6 x = (6 sinx — 32 sin' as -|- 32 sin*^ x) cos x 

tdn 8 o; = (8 sincc — 80 sin' x -|~ '9^ ^'^ ^ — '^^ ^^ ^) ^^ ^ 
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ig zx = 



ig 4» = 



tg 605 = 



2tga; 



i—ig^x * 



tg 3i» 



4tga5 — 4tg'« 



I — 6tg2a: + tg*a; ' 



tgsa? = 



3tga;--tg8a; 

I — 3 tg^ X 

Stgx^ioig^x-\-tg^x 

1 — lo tg2 05 -j- 5 ^S* * 



etgg— aotg^a?+6tg'^a; 
I — 15 tg* JB + 15 tg* « — tg' 05 



sm 



nx = n.smx ^^ ^sm^acH ^^ ^-ism» 

1.2.3 1.2.3.4.5 



05 



ö\* 



»(n2 — i)(n2 — 32)(n2 — 52) . , , 1 n-l . 

1.2.3.4.5.6.7 

/ . n (»2 — 2*) 

in na; = cos 05 (n . 8mo5 ßin* 05 

V 1.2.3 

, »(n2-22)(n2— 4*) . 5 n(n2-.a2)(n2— 4)2(n2-62) . 

' 1.2.3.4.5 1.2.3.4.5.6.7 



-p »—1 . n— 1 \ 
-|- . . . + 2 Bin xj 



9\* 



y 



annx 



{n — 1 ^ — 8 

(2 COS 05) — (n — 2) (2 cos 05) 



, (n-3)(n-4) - ^ ^.-» _ (n-4)(n-5)(n-6) 

' ' - ^ ' 1.2.3 



I . 2 



COS 05) 



«►-7 



n— 1 

gin 1105= n . Sin 0/ COS x — 



^ J«.oo.xj 

n(n — i)(n — 2) . 



i\* 



I . » . 3 



am' X . COS x 



n (n— i) (w— 2) (n— 3) (n —4) ^.^ ^ ^ ««»~-*^ 

-U ■ ^ ^ — Bin** X • COS 05 — . . . 

" * " ^ • f 



1.2.3.4.5 



-f- n* sm. 0: . cos X ^ 

4- • ** 
T^ Bin » 
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nx = coBXii sin' a;+ -^ —^ ^^—^ Bin« x 

\ 1.2 1.2.3.4 



I .2.3.4.5.6 



gm' 



coBna; == I sm^x-\ sin*a: 

1.2 1.2.3.4 

n2 (n2 — 2») (n2 - 48) , n-l . n 



1.2.3.4.5.6 



v» / V»— 2 . n (n — 3) , .»—4 

2 cos na: = (2 cos x) — n (2 cos x) H (» cos «) 

1.2 

n(n— 4)(n— 5) n-6 +1 -^ 
£_ (2 cos a) + • • • JL 

1.2.3 i ^ • ®^* ^ 

n n (n — i) »—2 . , 

cos n a; = cos x ^^ cos x . sin' a? 

I . 2 

, n(w— i)(w— 2)(n— 3) _n-4^ + sin a? ^ 

-| r COS oc . sin* X — • • • ^ n— 1 

'•**3-4 Xn.cosar.sin ac 

6) welche die Potenzen des Sinus und Cosinus des einfachen Bogens 
durch Functionen des yielleichen Bogens geben 

sin' a? = ^ (i — cos 2 0?) 

sin* X = ^ (3 — 4 cos 2 a? 4" <^<>s 4 ar) 

sin^a? = ^ (xo — 15 cos2a;-["6 cos 4« — cos 6 a;) 

Bin^a; = -^ (35 — 56 cos 2 x-|- 28 cos 4a; — 8 cos 69p -4"®^"^^) 

sin' X = 1^ (3 sin a; — sin 3 x) 

sin* o; = i>^ (10 sin a; — 5 sin 3 a; -j- Bin 5 a;) 

sin' X = i^(358ina; — 2isin3a5-[" 7sin5a; — sin 7«) 



cos^ X = ^ (cos 2 a? -j- i) 

cos^a; = J (cos 4 a; -^ ^cobzx -\- i) 

cos* 05 = ^ (cos 6 Ä-f" 6 cos 4 a; + 15 cos 2 « + '°) 

cos* X = j\j (cos 8 Ä + 8 cos 6 a; + 28 cos 4 a? + 56 cos 2 a? + 35) 

cos' X = i (cos 3 05 + 3 cosa:) 

cos* X =■ -f^ (cos 5 a? + 5 cos 3 Ä + locosa:) 

cos'a? = ^ (cos7a?+7cos5a;+ »i cos3a; + 35 ©osa:) 
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f) welche die Potenzen des Sinus und Cosinus eines Bogens durch 
die Sinus und Cosinus der vielfachen Bögen geben 

1) wenn der Exponent m gerade ist 

m 

O in < m am 

(— i) a sin aj = coswiaj cos(m — 1)0? 

, . »1(111— i)... (—+1) 

m(m— i) , ' Vi • / 

-] i cos(m — 4)aj — . . . -r^ 



1.2 * m 

1 . 1 . . . — 

% 

8) wenn der Exponent m ungerade ist 



2 «—1 , w . w . 
(— i) 2 sin « = smmx Bin(iii — 2)05 



w-|-i 



„(«_x) . ^ ^ m(m-i)...(Üi±i+.)_ 



J 8in(m — 4):i; — ...4- ; — sina; 

* I . 2 «i — 1 

1.2... 

2 

3) wenn der Exponent m gerade ist 

m — 1 m , «* , .,111 (wi— l) • ^ , 

2 008 a? = oosma:H co8(m — %)x-\ cos(m — 4)a;-i-... 

I I • 2 



m(m — 1). . . ( l-x ) 



1.2.3... — 



4) wenn der Exponent n» ungerade ist 



2 cos ir = oosm«-| cos(ii» — »)a;H ^ cos (m— 4) «-[■••• 

X 1.2 



+ 



mini — i). . . f — '^ — [-IJ 



1.2. . . 



coso; 



2 sin' X = — cos2rc-J-' 

4sin3a; = — sinsa; + 3 sin« 

8 sin* X = cos 4 X — 4 cos 2 jc + 3 
16 sin' a; = sin 5 a; — 5 sin 3 a; + zo sin o; 
32 sin* X = — cos 6 a; -[- 6 cos 4 a; — 15 cos 2 a? -|- '^ 
64sin'' a; = — sinyaj + 7sin5a5 — 21 sin 335 + 35 sina; 
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2 cos^ af = cos 2 « + I 

4 cos' X = cos 3 05 -[- 3 cos ;f 

8 cos* oß = C0S4 a; -|- 4 *^^* * ® 4" 3 
i6 cos* X = cos 5 05 + 5 cos 3 ä; + 10 cosa: 

3» cos* X = cos 6 a; -f" ^ ^8 4 * ~f" 15 cos 2 a? -f- '° 

64 cos'' X = cos 7 öc + 7 cos 5 a: 4" *' CO** 3 a?+ 35 cosa? 



p) Beziehungen anter den Ezponential- und trigonome- 
trischen Functionen. 

4-«.» I . . nx.i . . , 

e"^ = oosj? j^t . srna?; e = cosna;-|~t • sinna; 

Euler's Formeln: 

x.i — x»i x.i , — x.i 

e — e « +e 

; = sm«; ' = cosa; 

2 . t 2 

' x,i — x.i 9x,i 

I e — e I e — i 

T • x.i , -«.» ~" T * 2«.i . — tg « 

e +« « +1 

Bernoulli's Formeln: 
n = — t . foi ( — i) 

.» 1: , it' ir' 



• ~ ' 1(2)1 + i.».(a)2 1.2.3.(2) 



3 



1 . 2.3.4.(2)* 



die Moiyre*sche Binominal -Formel: 
(cos a; + t>Binar) =cosfiia; + t.8in mx 
(cos a? + t . sin ar) = cos ( — n a?) + t • sin ( — n x) 

cos — - J3 1 . sin — ~ \ = cos a?! ± t . sin a?i , wenn nx = xi t 

also a? = -^ ist 
andere Formeln: ^ 

sin n « = — -. (cos a; 4- t « sin ar) 
2. t ' 

cos fia? = ^ (cos X -{- i ' fon x) 4" i i^^ ^ — t sin a*) 

— - ; (cos X — * • MD X) 

2.» ^ 
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tg na. == (' +*'*gar) — (i — i-tgx) 

{(I -f- » . tg ar)" + (i — t . tg 05)"}» 

' I / I • • \ ^ > f I + * ' tga; I 

it |i — i . tg xj i I sec x I 

(a:±y . »r = («^ + y*)^ C08 (^n . Are (tg =^)^ 

±(x^ + y^)^ «in ^n . Are (tg =—))< 



in (a; + y . i) = c cob y + e . sin y . t 



X — X 

m(y-j-x.%)= ^ ' ^ — sin y + 



sin 



cos 



X 

e — e 



cos y . t 



X 



a; . — X 

% 



X 

e — e 
cos X nn y . t 



t = + i; 






.4n+8 



(cos«-|-i . sinar) (cosy + t . siny) = cos (sc+y) + t . sin (x-\-y) 

cosaj-f i.sina: ' , x • . . / n 

— j — ; — ; = cos (sc — y) + * . sin (x — y) 

C08 y -4^ » . sin y ^ ^' ' ^ ^' 



(o) Sehnen des yielfachen Bogens durch die des 

einfachen 



chord ff = x; chord 2 tf =x I/4 — x^ 

chord 3 9 = 05 (3 — x^) ; chord 4 9 = oc (» — 05^) I/4 — 05* 
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chord 


5 9 


— 


X 


(s 


chord 6 ^ 


= 


X 


(3 


chord 


7 9 


— 


X 


(7 


chord 


8 9 


— 


X 


(» 



5 «' + «*) 

x^) (i — a:») |/4_x2 

14 05^ -f" 7 ** — **) 



— «a 



x^ 



')* a| ist das erste Glied; d die allgemeine DüFerenz; n die 
Anxahl der Glieder; 8^ die Summe von n-Gliedern; a„ ein belie- 

biges (n**') Glied; e der Quotient (Exponent) der Beihe; A das 
Differenz-Zeichen, 

^)* (7| ist das ursprüngliche , C das neue Capital ; p die Pro- 



cente ; n die Jahre ; 



Cpn 

100 



die n-jährigen Zinzen. 



^y C ist das Zinseszins tragende Capital ; n die Anzahl Ton 

Jahren, während welcher es aussteht; z der Zinsfuss = i -1 — —, 
' ' ' 100' 

wo p die jährlichen Procente bedeutet; Ä Grundcapital und Zinses- 
zinsen ; m um wie yiel mal das Capital grösser werden soll ; V die 
Summe, um welche das Capital ausser den Ziuseszinsen jahrlich rer- 
grössert oder vermindert werden soll. 

*)* Die letzten Ausdrücke gelten, wenn durch den jährlichen 
Abtrag das Grundcapital sammt den Zinseszinsen in n Jahren gerade 
getilgt werden soll. 

^)* g = e = 2,71828 ... ist die Basis der natürlichen 
oder Napier'schen Logarithmen: Ina; g=io die der gemei- 

ff I 

nen oder Brigg'schen: loga; log a = ^ — .Ina* In a = 

Ing 

9 I 

Zn^.loga; M der Modul; r — der des Logarithmen - Systems mit 



= log « 



der Basis g\ loga = = lna\ 2na=2nzo . loga; 



= o>434»9 



10 
2n 10 = 



= 2,30259 



Inio 

log . log e = 



* log e 

0,63778 ... — i; Zn«=i; In , log e = 0,16597 ... — i ; 

* = * +ri + 7T7 + TTT~i = »»7i8a8- • • ; 4? = ^»9 
1.2 1.2.3 1.2.3*4 

+ TT (°»9)' + i (Oi9)' + • • • '^eno flr = 10 ist. 

Z.2 



M 



i 
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^)* Das obere Zeichen gilt, wenn 



n — I 



eine gerade Zahl ist, 



sonst das nntere. 



n 



^y Das obere Zeichsn gilt, wenn — eine gerade Zahl ist, sonst 

das untere. 

^)* Von dem letzten Gliede wird, so oft es doppelt erscheint, 
das obere genommen, wenn n gerade, das nntere, wenn n ungerade 

n 

ist; und es gilt das obere Zeichen, wenn im ersten Falle — , im 

2 

zweiten gerade ist, das untere, wenn — und ungerade sind. 

2 2 2 



Tafel XXVI. Summation der Reihen. 



Gegeben 



p, n, d 
fl-, «l» «2» «3 



m . m 



m 



«1 +^2 +^8 + • • • 

und die Differenz Aa, 



m 






Gesuchte Summa - Formeln 



1.2 

I (p+n)(p+n— i)(p+n — x) _ 
+ TTTTi "» 

' ' I . . . n n— 1 



' I ...(n+i) 



1^* 






(m+i)Aai 

Aa,<S 

1.2 * ' 



m— 1 



1.2.^ * «»— 2 



Ä^ = 



{n+i)"^^-! 



*» 



m(m—i) g 

I . 2 . ? *»—' 
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Gegeben 



+ (« — 1)+« 



l2-|_j2 + 33^...^„J 



i3+z3+38+...-fn 



3 



i*4"**+3* + "» 4"^*^ 



15 + 28+35 + ...+«' 



i6 + a« + 3«+...+n< 



8ma? + 8in(a?+y) 

+ Bin(2? + »y) 

+ siii(a? + 3y)+... 
+sin(j;+ny) 



coBa;+oog(j;+y) 

+ cos(a? + 2y) 
+ co8(aj+3y)+... 

+ co8(jt? + wy) 



Gesachte Summa - Formeln 



= n (n + i) 
= «2 



« (n+i) 



Ä, 


= 


n' , «^ , n 
3 + »"^6 


n(n+i)(2n+i) 


"~ 6 


^3 


= 


4 "^ * "^ 4 


_ n2Cn + i)2 
4 



«* . n^ 



* ~" T"*"^ T""30 



n(n+i) (2n+i) (3« (n+i) — i) 



30 



ÄK = 



** -1_ *** _L *** "^ 

6 "^ 2 ' 12 12 



n2(n+ i)2 (an(n+i) — i) 



12 



''• = 7 + T + I5"'T + S 

n (n+i) (2 n-f i) (3 n [n^ («-^2) — i] +') 



42 



t^('^+^ 



sin 



Ä = 



(!L±i)3,.ain(a: + :^y) 



sin^y 



Ä = 



"^ G^T^)^'*^^^(*"'"tO 



sin^y 
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Gegeben 



Bin X -^sm 2 x-}- an ^v 
-|-sin4aj-j- . , , -{-^nx 



cos X -|- cos 2 a; -|- cos 3 ^ 
-|- cos 4 sc -[-...+ cos w cc 



-f-8iii(2n-[-i)y 



cosy-^ooB^y-^cossp 

-(- cos 7y-\- , . . 
+ cos(2n+iy) 



sin 2aj-|-sm4fl5-|-sm6a; 
-\- , . . -|- sin 2 n cc 



cos 2 sc 4- cos ^x-\- cos 6 X 
4" ... 4" *^08 2 n a; 



. 35 , .3^1.5^ 

sm f- sin r sm — 

2 2 2 



-j- ... -|- sin a; 



o; X 



X' 



X* 



1.2 



a-3 3-4 4.5 

+ -... 



X X 



X' 



X' 



\^- 

1-3 3-5 5-7 7-9 



Gesuchte Summa - Formeln 



w-4- iv 



Ä = 



sm — aj . sm I — ! — ^1 



X 



sin^a; 



/Sf = 



.71 /n4-i\ 

sm — X . cos f — ! — j 

sin^a; 



X 



8 = 



sin^(n-[-i)y 
sini/ 



S 



sm2(n-\-i)y 

2 siny 



8 = 



sinnaj.sinfn -\- i)x 



sma; 



8 = 



sin n a; . cos (91 -|~ ')^ 



sma; 



sin^ 



nx 



8 = 



X 



sm 



8=z ^Hll.^w(i+a;) — I 



X 



Ä = ^^ Arc(tg = ]/a:)-i 
2y X 



*)* dj (£,. . . sind die (n**") gleichen Differenzen ; p die Anzahl 
derselben; n die Anzahl der Beihen; Oq, a|, aj, 93... die Glieder 
derselben. 



14 
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Tafel XXVII. Gleichnngen. 



a) Auflösung der Gleichungen 



1) Quadratische Gleichungen 



Gleichung 



Mx^+Äx + B = o 



«2 -\-px = q 



.2n 



aj^^+i?»" = g 



x±y = a 



a;* jZpx = g 



sc^ I pa; = — q 
(P^ > 4?) 



Wurzeln 



cc = — 



^±yA2— 4B.3f 



iM 



X 



=-i±yi+^ 



X 



=f 



^±V^+' 



X 



y 



a + l/a^ + 4 ^ 



a — l/a* -|- 4^ 



X 



9 



o; 



WO tg «p = ^ 
2 = +|/i . COt-^ 



a; 



a; 



1 = +1/9' • tg 

2 = +V^ '^^1: 
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BOB» 



Gleichungen 






X 



= V+ 



X 



-V= 



Wurzeln 



SCi 



X* 



i=-j-^+")/g. sin <p.i 



wo cos o = 



= -|-— — l/g' . sin qp . i 



? 



^ 



aji =+i; 



X. 



«1 = +»» 



052 = — » 



2) Quadrat - Wurzeln aus Binomien 



Gesucht 



VZ±yh 



|/a±6.t 



Formeln 



l/TT^TI - l A+l/a'-6 



' 2 



— l/aJ — 6 






3) Unbestimmte Gleichungen 



Gleichungen 



aa5-j- 6y = c 



= d . . . (i) 
= (2| . . . (2) 



Wurzeln 



sc =s ft -^ 6<; y = ß-j-a<; od. ^)* 



y = ß + (<^<*i — Ci a) < 



14' 
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Tafel XXVII. Oleichungen. 



a) Auflösung der Gleichungen 



1) Quadratische Gleichnngen 



Gleichung 



Mx^+Äx + B = o 



x^ '^px = q 



x^+px"" 



x^y = a 
X y = b 



x^jZpx = q 



x^ ~rpx = — q 



Wurzeln 



X = 



Ä + yA^—^B.M 



%M 



X 



.= -f±|/^+' 



X 



= l?_|L±|/^ + , 



X 



y = 



a -f- l/o^ + 4 6 



x 



, = ty-j . tgi 



öCj = +1/? • cot 



WO tg 9 = -— - 
9 I V 



X 



X 



i = +^2 • oot 
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Gleichungen 


Wurzeln | 


x^ "Tpx — — q 
(p2 < 4!Z) 


a?! -j- (- l/g.sincp.i 

Wo cos cp — - 
«2 -|-— — l/V'Sincp-* 1 


P 


<c = y+i 


«1 — +i; ajj — — I 




öc = y— I 


«1 = +*» «2 = — » II 


2) Quadrat - Wurzeln aus Binomien 1 


Gesucht 


Formeln | 




/ . — =— 




Va + Yb 

» 


' 2 






• 




Va + h.i 


Va+ft.i + yy«^+^^+- 


4. l/ 1/^2 + 62 — a 


3) Unbestinimte Gleichungen 




Gleichungen 


Wurzeln 


ax-^by = e 
ax-^by — c 


X =^ a '^^ bt; y — ß -|- a< ; od. 
X ^=^bt — cN\ y eZ — at 




= d . . . (i) 
= dl . . . (i) 


» = a + (bci — b^e)t 
« = Y + («2>i— ai6)« 





u* 
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Gleichungen 



ax^ -\- cy ' -f- hxy -f- dx 
oder X = ay-{~ ß 

oder y = OiX + ßi 
[ty^iXi + B^x+Ci 



Wurzeln 



l)4 = o; ■|/"%+C7=Jr 



K^ — C *Y 



2) c7=y'; yv+%+T'=T+^y 






3) .i = o2; |A2y2 + % + C=oy+Jr 



y = 



K^ — 



5\* 



4) y^y2_^£y_^c=|/4y2+|y+5) 

V 






4) Cubische Gleichungen 



Gleichungen 



\tf9+Ay^+By+C=o 
oder 358 -j-po; -|-g = o 

wo X = tf — — 

3 



p = B — 



Ä^ 



fe = a~^4-^^3 



Wurzeln 



nach der Cardanischen Formel ist 
3 



X 



=y-i+fi+^, 



+v'-i-rfT| 



Xi = tl?j -|- tCi 



, = - "'» + ''» +iT/-3 «'■-"'» 

2 '^ 2 

2 '^2 
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Gleichungen 


Wurzeln 


x'+pa;-(-g = o 


oji — — 2 y . cot a 6 

iCg J '3 am a (j; 


x^'\-px — q = o 


acj = a 1/ . cot a tp 

="4 t/^cotaJ,+ .V>, .i 
ajg j '3 • ' am a (j> 

wotg9 — ^y ^ undtgt};— y tg -?- 


«3 — px-^-q — o 
V4 ay/ 


u/i . ,-■ 
* sm a tp 


wo8m9_^^ |/ j tmd tg<}i— ytg ^ <p 


x^ — px — q 


Xt = z^ j 

^ Sin a tp 

«3. V*^ + l/p.cot»d,.t 
X3 sin a y '^ ^ 

/ — 3 , 


wo sin 9 — ^ y und tg 4* — 1/ tg — 
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Gleichungen 


"Wurzeln 


x^ — px-\-q = 

V4 27^ 


ar, = — a 1/ — . cos — 

r 3 3 ~ 

'"' • al/^ .cos(6oO+n 
«3J '^ 3 ^ 3^ 

wo 008 CD — — 1/— » o^or 

^ ap r p 

«1 — + r . cos cp 

x^ — — r . cos (9 — 60®) 

x^ — — r . cos (9 -f~ ^0^) 

wo r = a 1/ ~ und cos 3 9 = j- 


»3 — px--q = 

V4 »7/ 


asj — al/— . cos^cp 
' 3 ; 

^4 -al/' cos(6oO + 4 9) 

WO COS CD — — i/ -, ; oder 
^ ap f P ' 

jCj = -|- *• • cos 9 

X2 — — r , cos (9 — 60°) 

0:3 — r . cos (9 + ^0**) 

wo r = a 1/ — und cos 3 9 = -| — j- 


<r--^+i 


3^3 — -4— »41/3 


x-^-i 


»1 — 4+»-i")/3; «j — — I 

ajg =i-t.i|/"3 
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5) Biquadratische Gleichimgen 



Gleichungen 



X* -f- ax^ -f- hx^ -\- ex 
-\~d = o 

aus der cubischen Hülfs- 
Gleichung: 

-i(a2-46)(£ 



Wurzeln 



bestimme man irgend eine der Wurzeln z 
(nach Seite 112 od. 113) und dann o; aus den 
Gleichungen : 



x^ + ^[a+ySz + a^ —46}» + 



z 



+T 



az 



X 



= f' 



X 



= i^ 



X 



ySz +a» — 46 
2^^|a— |/8» + a2 — 46 } x + z 



az 



Y^z + a^ — 4 6 



«1 = + i; 

«3 = + »; 



05. 



— I 

— l 



»=. =1/1 + '!/*: «. = 1A-»1/1 



6) Binomische Gleichungen 



Gleichungen 



X — a = o oder x = 

y+a=ya.y+i 

X -(- a = o oder a? = 

05 — a y — I = o oder 

n . 

05= |/+ »•» 



Wurzein 



X 



X 



= 1/ a I cos [- i . sm I 

«/- / (ifcTT+l) , . . (2fc+i)7r\| 
= l/ai cos^ ' — -n +i.sin^^ ^ jl 



8\* 



X 



«r / 4ÄJ + 1 , . . 4*^ + 1 ^ 
= 1/ a ( cos ■ — 7t + 1 . Bin ' — n ] 

^ \ i w 2 n y 
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Gleichungen 



! -|- a "}/■ — I = o od. 
n ' 



X Ijlaaj .coB(p-{-i=o 



Wurzeln 



X 



= l/a( cos -^^ — s-^ 11-4- t. sin -^^ — s-^it ) 
'^ \ in z n J 

%ki: + © , . 2Ä:it + o 
= cos =—^ -{- \.Bm =~^ 



X 



= cos (»fcfO'Tfy ^ ^(>fc+.).rhT 
n n 



&) Umformung der Gleichungen 



Umformung 



der Gleichung: 

in eine andere Gleichung, 
deren Wurzeln sämmt- 
lieh um eine hestimmte 
Grösse (a) 1) grösser, 
2) kleiner sind 



in eine andere Gleichung, 
in welcher das zweite 
Glied fehlt 



in eine andere Gleichung, 
deren Wurzeln 
l}amal grösser. 



Gleichungen 



iy—a) +i4i(y— a)" -f-ilj (y—a) +... 



n — 1 n 

wo statt X respectiye (y — a) und (y + a) 

gesetzt ist 



(-^)v^.(-^r 



-4, 

wo « =- statt % gesetzt ist 



(i) +^ (!)■" + ->.©■"+••■ 



Tftfel XXVII. Gleichungen. 
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Gleichungen 



2) a mal kleiner sind 



in eine andere Gleichung 

mit entgegengesetzten 

Wurzeln 



in eine andere Gleichung, 

deren Wurzeln die reci- 

prokenWerth^der ersten 

sind 



Wurzeln 



(«yf + ^1 i^yf + ^2 (»^r + • • • 

wo statt X respective — und ay gesetzt ist 



(- ») + ^1 (- as) +At(-x) +... 
WO — X statt 2c gesetzt ist 



n-l 



n-2 






WO — statt X gesetzt ist 



i)*a; = a, y = ß tmd später ^ = y sei ©ine Lösung der 

Gleichung. 

o 
^)* -=- ist in einen Eettenbruch entwickelt, dessen JSTäherungs- 

werth -- sei. 

N 



B = 



3)* Hier ist a = 



e = 



2a' 



ß = - 



2a 



.4 = 



62 — 4ae 



4 a' 



2 a* 40-* 

^)* £^ i8t= jeder beliebigeni rationalen, positiTen, ganzen Zahl. 

^y a, Kf Bf C werden als rationale Zahlen yorausgesetzt. . 

^y e und 6 sind zwei rationale Wurzeln der Gleichung. 



^)* A; ist eine beliebige ganze Zahl = o, i, 2, ... (n — i). 
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XL Abschnitt. 

DIFFERENTIAL- UND INTEGRAL- 
RECHNUNG. 



Tafel XXVm. Differential - Formeln. 



(2a = o; d(ax) = a.dx; d(a -\- hx) = b , dx 

d(x-i:y) = dx-i:dy;' d{a — x) = — dx 

d{F(x) ±f{x) ± . .".) = -Fl (ar) . cfaj +/, (ar) . dx ± . . . 

d(F (x) . fix)) =f(x)F^ (x).dx + F(x)f, (x) . dx 

d{xy) = y , dx -}- X ' dy 

d (xyz) s= yz . dz -\- xz . dy -{- xy . dz 

dix + y) = z(dx + dy) + (x + y) .dz 
,/aj\ y , dx — X . dy 

\y) ~ y^ 



(^ (x)\ _ f(x).d^ix)-^{x),df(x) 



d(a^ = na^^ . dx\ 



d{x-'^=d(^y 



nx « . dx 
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d 



(.«) = 



m—t j 
mx . dx 

m 

n (x) » 



m 

— af* . CMC 
n 



wi 1 , 

X ^ * dx 

n 






(^)"- 



d\a ) = a Ina , dx = 



cZx 



log a X 

z a , dx; 

log e 



c{(2na;) = 



dx 



X 



In a.ln o,a . 6 . dx 



d(logx) = d(iHnx) =^JL^ = ^^.dx 

X X 



2^* 



c2 sin a; = oos x » dx; d cos a; s= — nnx . dx 

■ 

cKtgo? = — r— = (i -f. tg2 ar) . cte = sec^ x . dx 

dx 
d cot «= — -r-s — = — (i + cot* ar) . cla; = — cosec* x . <;2a; 



(2 860 0; = 



tili* X 

tm X * dx 
coa* a? 



= seo l/sec* x — i . dx = sec a; • tg a; . dx 



j C08 a; . cijr , / = , 

d ooseo af = -7—5 = — cosec x 1/ cosec' as — i . dx 



sin* a? 



= — cos aj . coBeo* x . <2a; 



e x) = e (a5 . CO» » 4" ') • ^ 
d sin Ten x = mnx . dx; (2 cos rtn x s= — cos as . dbß 
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, , . d sin a; cos a? , dx 

a insmx = — ; = - — . dx = = cotx . dx 

sin o; sin X tg sc 

^ 7*. ««« d cos a; sin a; _ dx 

cos X cosx cota: «-»«-»aJ 



dlntgx 



dtgx d^ dx dz 



ig X cos* a; . tg a; sin a: . cos x sin 2 a; 



d In cot x= ; ; dlnnecx = tex . dx 



d In cosec x = — cot x . dx\ 



.Arc(sin=|) = ^^; . A,c (d„ == .) = ^ 



<iArofoo8=^)=--7^==;dArc(cos=«) = ^ 



«ä 



dArcftg = ^^ = 4^; dArc (tg = a:) = -^ 

dArcfcot=^) = ^^5^; <iArc(cot = a!)=--^ 

V 0/ o* + a' ' i+as» 

rfArcIsec == — )===— -7===; d[ Are (sec = a?) = — , 

d Are ( cosec = — | = --- ,- ' ^ - 

V a) ' ajj/SäZ: a2 

d Are (cosec = a?) = • 



d Are (sin vers = a?) = 






(2 Are (cos vers = a;) = — 



— aj2 
r7a; 



Tafel XXVIU. Diiferential - Foimeln. 
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wenn u = x , so ist 

du w— 1 d^ u , 

dx ' dx^ ^ 



— i)x 



n— 2 d^U 



'dx^ 






und allgemein = w(n — i) (n — 2) . . . (n — (r— i)j 



dx 



d \vj = tov^ .dv-\-v^ , dwlnto = V ( , dv -{- Inw . dibj 



wenn u = f (x), so ist du = -r— . dx 

wenn u = f (©), so ist du = 3— . -j— . dx 
•' ^ " ' dv dx 



(du dv du dt 
wennu=/(t,,0, «<>"»* ^« = (^^ ' "^ + "5^- ' d^ 



dM dv , rftt <?<\ ^^ 



3^* 



4^* 



5\* 






wenn u = f (v, <, io), so ist d« 



=( 



du dv^ du ^ 
dv ' dx ~* dt ' dx 



+ 



du 
dw 



dw \ 

' dx) ' 



dx 



6\* 



7\* 



du du 

wenn « = / (x, y), so ist du ^= — . dx -]- -r- , dy 



wenn 1* = / (r, x, y), so ist du = 5S" *^"' ^ """ SZ^*' 



wenn / (a;, y) = o , so 



^*0-'^+(f)-'^= 



woraus 



dy^_dl 



dx 



df . df 
dx ' dy 



9\* 
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wenn / (v, ac, y, «) = o und F(v, x, y, z) = o, so ist 

(df.df dy^.dl dz\ ^^,(df dl dy^ 
\dv ' dy ' dv dz ' dv ) ' ' \d% ' dy ' dx 

fdF dF dy^^dF^ dz \ fdF dF dy 

\dv * dy ' dv dz ' dvj ' ' \<ia5 dy ' dx 

, dF dz\ ^ 
dz dx ) 

wenn u = /(«), so ist dt« = 4^ . d«, d» « = ^ . dx» 

dx dx^ 



wenn u = /(a?, y), so ist 
d^u 



cT^u 





d't* — -r—T . djc' 
dx' 


, d^u 

it -1 


d» U d3 1« 


d3^ . dx 


dx . dy* dy^ . dx 


d^u 


- ***" all!« 


dy . doc» 


da!« . dy • • "^ 


dT^u 





IM* 



dy . dx dx . dy 

wenn u = /(x, y), so ist 

,n a U , n . du _ n— 1 , 

d u =z — - . dx +n . dx . di/ 

ax dx .dy 



, « (n— i) du , , cTm _ n 

dx . dy^ dy 



, ,n /dl« - , dt» , V 

oder <i» = (^-|;-da! + -5^.dyj 



ii\« 
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wenn u = f{z, x, y), so ist 

-n /du j i du . i du , \ 

wenn u = /(«, y) = o, so ist 



12\* 



d^xfdf\ 



— 2 



d^f df df 



d^y dx^\dyj dx , dy' dx' dy 



,d^(dlV 
'^dy^\dxj 



13\* 



dx^ 



\dy) 



wenn i* = /(a?, yy g) = o und ü = i^(x, y, ^) = o, so ist * *)* 



d^f^__J^ dy 
dx , dy' dx 



dx 



dx 



2 1^ y?<» A»» y?/.. 1^ Af^^^g dx dy^\dxj 



. ^ dV dy. d^ . d^f /dzV . d/ dVy 
dy ' dg' dx ' dx dz^\dxj "^ dy ' dx^ 



+ 



df_ dV^ 
d^ * dj;^ 



= o und 1*)* 



d^ 
da: 



^"' dx.dy'dx'^ dx . dz' dx~^ dy^\dxj 

, d»J^ dy^ d^ . d^F/dzV . d^ d^ 
"^^dy .d« daj 'dar "^ dz* Vdoj/ "*"dy * dx^ 



+ 



dF d^z 



dz dx» 
d(a+«) (6 + x) = m log (a + aj) + «log(6 + ar) 



d 



(fz 



X 



n 



I — 05 



I — ... in inf . 



I 



fix 



»— 1 



l/'i-4X* 
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O+Ti 



I -I- as . . . . in inf. I V ^ ' 



I -|- X . . . . in inf. 



dya + x+ya + x+ V^o + a; . . . in int == ^7^====^ 
dyix — I— rao? — i — y 2x — i . . .in inf. = /- = 



!)♦ Hier ist ^j; (x) = F (x) ./(«). 

^)* Im Brigg'schen System ist M (der Modulus) = 0,43429 . . . 

^)* V und w sind zwei Functionen der unabhängigen Yeränder- 
lichen x, 

*)* V ist eine beliebige Function von x. 

^)* V und t sind zwei Yeranderlicbe, welche selbst wieder Func- 
tionen Ton der unabhängigen Veränderlichen x sind. 

^)* Die drei Veränderlichen Vy t und w sind Functionen der 
unabhängigen Veränderlichen x* 

'^Y X und y sind zwei unabhängige Veränderliche. 

^)* V, X und y sind drei unabhängige Veränderliche. 

^y Diese ist eine unentwickelte Function zwischen einer unab- 
hängigen Veränderlichen x und ihrer Function y, 

loj* Ebenfalls unentwickelte Functionen, wo v und x unab- 
hängige Veränderliche, y und £r aber Functionen von v und x sind. 

**)* Hier sind x und y zwei von einander unabhängige Ver- 
änderliche. 

^ ^}* Dieser ist ein symbolischer Ausdruck, wobei man sich Tor- 

n Hl 

behalten muss, nach der Entwicklung überall dz vel d z umzu- 
wandeln. 

^^)* X ist die unabhängige Veränderliche; y eine durch Hülfe 
der Gleichung gegebene Function von a% 

'^)* X ist die unabhängige Veränderliche; y und z zwei Func- 
tionen Yon X, die aus den Gleichungen bestimmt werden. 

d^V d^ z 

16)* Hieraus leitet man die Ausdrücke für -t-~ und -^—r ab, 

ax^ ax^ 

nachdem man für -^ und 3— ihre aus den Dififerentialgloichungen 

dx dx 

der ersten Ordnung gefundene Werthe substituirt hat 



Tafel XXIX. Integral - Formeln. 
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^dx = x+C\ S(d ac + rfy — d«) = a; + y — 2-f- C 

ja . dx = ax-\-C 

J (/i (aj) . da; + (pi (x) drc + i^i (x) . dx) 

= J/i(aJ)-d^+J?iW.<iaH-J-Pi(x).dx=/(x) + (p(x)+JP(x) + e 



/ 

/ 



X . CLX = 



m+l 



m-f-i 



+ <7 



n m\p^l m—1 



f n m\p m—1 _ ^a -f- X j"^ ' X . dx 
\a -^ X J X , dx = 



(p+i)mx"-*.ix 



SA(x).dx=f^ix) + C; 



JX X 

e . dx = e ; 



In X (a) 



/dx 

JX a 
a ,dx = 7 
In a 



Jsinx . dx = — cos X; J cosx . dx = sinx 

J sin X . cos j; . dx = ^ sin^ x = — -J cos^ x = — ^ cos a x 
Jtgx. dx = — fo» cosx; Jcotx.dx = ^n sinx 



Cdx __ 
J sinx 



i« tg 



X 



J sin X . cos u? 



X 



J cos SD V4'»/ \4 zj 

J dx _ . , / iH-a! \ _ Are (tg = o; ■ i) 



I 



15 
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/^ = i'»(|+^) 



Y = In (a:*|-l/i -j-a;2 j = i .Are (cos = a? . i) 

== — i . Are (sin = a: . t) 

J (ac2— -i)^ 

J(i— »2)i .^a; = ^{a5(i--a;2)^ + Arc(8in = x)] 
J(a;2-_i)i. ^a; = J^ {aj(x2 — i)* — ?n(a; + (a;2 — i))*} 



/ 



dx 
— r — = tgx; 



-^-5 — = — cot a? 
Bin'' o; 



r dx ^ 



= Are (sin = x) = — Are (cos := x) 



dx 

(i—x 



Are (cos = 05) 



(i— »2)* 

Arc(tg = fic) = — Are (cot = x) 



Are (cot = x) 



r dx 

J i+a^ ~ 

/dx 

Jdx I . / x\ 

Jdx ^1^ /oj— fl\ 

X* — a^ %a yx-^-aJ 

/dx f x\ 
r = Are ( sin = — ) 
(a2— aj2)T V «/ 



(c) 



(d) 



(«) 



Tafel XXX. Unmittelbare Integrationen. 



227 



r = Are f cos = — ) 



/: 



dx 



(«2 + a^)i 



^,^r (x^±a^)^ + 



( 



a 



(/) 



^)(s) 



/ dx I A / ^\ 
■ i- = — Are ( sec = — 1 

r — X— r = -'4--r^i } 



JflSB 
e . dx = 



aae 
e 

a 



jsiamx , dx = 

m 

J sec* x . dx = tgx 



coamx 



; J cos mx . da = sin 



iruB 



*) Die jedem Integrale beizufügende Constante (-{- C) ist später 
gewöhnlich weggelassen. 



Tafel XXX. Unmittelbare Integrationen. 



(z ar - «2)*"* J {«2 — (a— jc)2}i "" ""^V^^*"" a ^ 

r <^a? _ j^^ f (a;2 .f aaa;)^+a; + fl l 

J (»a« + aj2ji I a j 



15' 
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r x.dx r «?(«» — a »)^ 

J {(«' — aS) (6ä — a!»j}i ~ J {6> — o» — (x* — a»)}* 



= Are (sin = (|i--^;) ) 



J. 



dx 



-|- 6a; -|- cx^ 



= vj 



f?a; 



(•+n)"+*-^ 



1^* 



4ac — 6* 



/<7a; » * / 2 o: + 1\ 

_____ = _ Are (^.g = --j-j 

J ' + — «'",* U»-,_,U 

/ 



I — 205 -f- 23! 



-j- 3 a5-|-2 sc 



5* MOJ — I — - 5 

2 = Are (tg = 2 aj — i) 



/■ 



dx i_ r dx 

(a + bx ± cx»)i ~ c*J {(i| M' I 4«c- frM^ 

wenn das obere Zeichen von c genommen wird and 



/- 



dx 



{a -\-bx ± cx^)^ ci f4 gc + h^ 




dx 



JnM* 



40' 



- i'-h)) 



')* 



wenn d$8 untere Zeichen von c genommen wird 



Tafel XXX. Unmittelbare Integrationen. 229 



I ^ r = lnUx+i + %{i + x+x^)H 

r ^^ K ( ' g — A 

I j _- ^c f 5in = 3-- J 

J(i4-2aj — je')* \ 2^ / 



I jT = Znlzo; — 1 + 2 (05^ — x — i)*} 

C dx K (' i^_^li^ 
I T = Are ( sin = r — J 






a r2X+rt.cf. 



3J* 



r (i — as.cosO • efas ... A * — cos A 

J I — 2 aj.cüs^ -|- aj2 \ sm < / 



— cos < . 2n (i — 2 oj.cos i -f- os^p 



/-^;if# =? »K" = "t") -'•'—+ -'* 



r/i±|y . rfx= r '"^% . «te = Are (sin = a) - (i-«'] 



)^ 



jVz-a»)^ ^^ _ («» _a«)* - a. Arc(sec= -j) 
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J X (X'-^aß \ «/ I a j 



I ^^ r X .^x X 



+ 5x2) 

«212 



I— -^— T- = r ag .d^x _ _ (i — x2] 

/- 



((a» - X«)* .dx=a* f- ^— i- - f '■ • «^ , 

J J (oä — X»)» J (o» — X»J^ 



= \ai Arehäa = ^^+ ^ x (a» — «»jT 



X • dx 



r dB _ r 

J X (o + &» + cx')^ J(ax~*-j-6x~*+c)l 

Jiax 



4\* 



(ox 4"^* + <^)T 



f ^ — r = ^'^ I xl 

J x(i+x + x2)l l2^a;+2(i + x+x2j*j 

1 dx / , X i\ 

J X (x2 + a X — i)i^ \ ~^ a^ X / | 
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2St 



2(lCiJC'{- b) 



J- 



X . dx 
(a + 6a; + cx2)^ 



(4 ac — 62) (a ^ 5a5 _j_ casS^i 

2 (2 g -f- 6g) 

(4 ac—h^) {a + 6«+ cx^)^ 



c^a? 



1 4-25 



f* e^ (2 — a;^) 
J(i + x)f (1 + 



+ 0;)^ 



-3 . cZaü 



=^^(^t:)' 



J (aJ+iP Va5 + i/ 



Ji + e Ji +« Vi + e/ 

/. , Tsina; , 

l te » . oo? = • a» = 

•^ o I cüsa; 

/- _ / cos X 

I cot X . ox = |— : 

'' J sin X 



= — 2n . cos X = Zn . sec x 



. (2x = 2n . sin X 



(L_^ = füfi^ . dx = j„ . tg * 

J sin X . cos X J tg ^ 

Jtg2 X . cZx = J(sec2 sc — i) . c?X = tg X — 



(ix , X ^ 

- = m . tg — 
sin X 2 



X 



/. 



£2x. 



sin^ X . cos* X 



ff sin* X ^ cos* x ^ 

J \ sin* X . cos* xj ' 



dx 



5\* 



6\4' 



7\* 



8^* 



= |i-_L_ 4. -^i__\.dx===tgx--cotx==--icot2x 
J \cos* X ^ Bin* xJ 



Ol* 
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J a (I -|- cos x) a J cos' | ob a ^ ^ 

/■ 



-f- COS aj 
Binx . dx 



X 



a -f- 6 . coö X 



= j-ln(a-{--b . cosx) 



/■ 



dx 



a-\-b . cos 05 



(a2 — 62^i 



Are 



Are 



-h^i 



('«=(j+l)*«**) 



/. 



(a2 — 62)i 

wenn a > 6 und 



<a + bj 
h-\-a,c&Bx 



(h4-a,c&Bx\ 
cos = -i-- ) 
a-f-o,coBx/ 



dx 



-{- h COBX 



In 



(62 _ ^2)i 

wenn a <r 5 



l(& + «)^ — (&-a)itg^J 



io\* 






dx 



Z -f- cos 05 

c2o5 

I -|- 2 COS 05 



= ^ Are f tg=Mf ) = » Arcf cos = i±i£?L«^ 



/. 



c2o5 



-{-bsinx 






/. 



dx 



-^6 sin 05 



(«2 _ J23T V (^J 

Wenn> a >> & und 

igix + b 



62)T 






^x + b + (b^- 



(62— a2)i l 

(62_a2)ij 



wenn a 



j5+48inaj ^ ^6 3 / 
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lsnBaBSSMaaesB9BHieasBBaesBBeBBsa9BiiBBeBaBBB9MiinBBBai^^ 



r dx C «ec' X . dx 

j a,cwi^x-\-b.gin^x J + 6 . lg'« 



= -^-rArcItg = (-) tgx] 



J I -|^ a' co8^ X """ "0*"^ I +a* cos' x 



— 1) . dx 






= — -^ + -^Arc(tg = a.cos«) 



J a + 6tgaj Ja, 



cos 2C . (2 SB 1 1 \* 



cuB2C-|-& • Biax 



= ^ ^ {005+^ ln(a , cosa5-f-6 . smx)| 



r igx.dx r sinag . dx 

J (a-^-b , ig'«)» J (a . cos' » + 6 . sin'«)' 



=/- 



fänx . dx 



\b — (6 — a) cos' «p 

= r- Are /cos = ( — 7 — ) cos«> 

(6_a)* l V 6 / j 

f-;««.^ n^o«^ ^^ — if co8(^ + ^)a? I cos(m — n)a; l 
J sin m« . cos nx . dx == — * < -. i 



234 



Elfter Abschnitt Differential- und Integral-Rechnnng. 



f . . , , rsin (m -4- nj 05 em Im — n\ x \ 

I sin mx . sin na; . ax = — * < ^^ — -7 — ^^ 1. 

•^ ^\ m-\-x m^n , f 

r , , f sin (m-\-n) X , sin (m^ — n)x\ 

J cos mx . cos nx . ax = ^{ 1 1 

[ m-\-n m — n l 

r . . . , I f , 008 4« cos 6x1 
J sin a; . sin 2a; . Bin 3a; . ax = — ^ ^ cos ix -| > 



sin6x , sin4x , sin 2 a; 



f - , r sm X , sm 4 X , sm 2 a; , I 
J cos X . cos 2x . öos 3x . ax = I / — 1 1 1- x l 

f . . - . / , sin 2 X sin 4 X sin 6 x ) 
J cos X . sin 2x . sin 3x . ax = f < sc H 7 — > 



1)* Dieses lässt sich nach (c) oder (d), siehe Seite 226, inte- 
griren, je nachdem 4ac — 6^ ^ q^^^ <Z o ist. 

2)* Diese Ausdrücke haben die Form von (g), (e), (/) respective, 
siehe Seite 227 und 226. 

3)* Das erste dieser beiden Glieder lässt sich integriren nach 
(c)y das zweite nach (ä), siehe Seite 226 and 225. 

, dx 

*y Dieses ist von dieselben Form wie 



rie I — 



-f-fear-j-cx^)^ 
^)* Das zweite Glied in der Klammer ist vom gleichen Werthe 

r X T d 

wie je . — j — . -j— 

^ I -f- 35 dx 



. dx. 



«)* Es ist l^^ = sec^x. 
ox 

')* Es ist sin X = 2 sin ^ x. cos \ x und cos x = sin (| ic — x) 
= sin (i - + x). 

8)* Es ist i-j-tg^x = sec^x. 
öj* Es ist sin^x-f-cos^x = ft, 

l sec -jl- X 

10)* Wenn in — , ^ , /^ ^.^^^g 1 ^ ^^f tg ^ x = 2 gesetzt 



+ b + (a--b)tg^ix 



wird, so bekommt es die Form 2 



h 



dz 



^h + {a — b)z^ * 



welches 



sich nach (c) Seite 226 integriren lässt. 



11)* Wenn man hierzu , , ,, addirt und auch davon sub- 
-' a^ -f- 0* 

h [ib. cosx — a.sinx)c2x a [ 

trahirt, so giebt es , , ,, r-7 — -. — » . ,0 \dx. 

' ° a' -|-6' J a. cosx + o. sinx «^ + o2J 
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^xe^ .dx = e*"(~ — ^V, ^Inx.dx s= xilnx — i) 
}x Inx . dx = — (Inx — ^) 

\x Inx . dx = i — llnx j ) 

/Are (sin = x) , dx = x . Are (ain = a?) + (i — x^)^ 

fArcfrin =.x) ^^x ^TC (sin = x) ^ fa(,_a,2)l 
J (i— a;2)* (I— a;232 

-^ j ^ . dx = X — (i — 05^)2 Are (sin = x) 



(I-CC2) 






i. 



J« Aro («n = i (^^) ).d« = ^Arc(^8m = i(^^y) 
+ ^Arc(^ = ^)-|(4-»-x.)4 



286 Elfter Abschnitt. Differential - and Int^pral • Rechnang. 

lArc (ig =r x) , dx = X Are (tg = ») — in (i -|- «')* 

g Are (tg =^ x) , dx = (x — ^ Are (tg = x)\ Are (tg == x) 

— «n (i + aj^)i 



i 



/^ 



a.Äre(tg*Bx) a.Arc<tg3=«) 



(l+«»)i (I +«')(!+«»)* 



J 



a. Are (tg «: ») a. Are (tg ss ») ^ . 

xe dsB = * (««— i) 



aas , o« (a . cos nx -|- n . sin noc) 
e . cos n» . o» = e -^ . — / — = 



ax - OK (a . sin no; — n . cos nx) 
e . smnx . ax = e — ^ 



a^ +n^ 



Tafel XXXII. Integrale rationaler 

Differentiale. 



r (i» 4" 3) • ^* ; (* — ^)' 

Ja.3_|_^2_ja;"- " x^ {x + 2)^ 
Cjx '^i),dx _ ^^ (x + 4)4 

/( x^ —x+ 2) .dx _ r (a? + i)^ (a; — 2) \i 
-3.4 _ 5 05» + 4 " l (« - O (a? + »)' I 



Tafel XXXL Intagntle rationaler Differentiale. 2S7 






X . dx ttj ln(x — ttj) 



l«2— a|)(«2-a8M«2-<»„) K"~^i) K"*»)-!**«— **«-i) 

J 05* X^ — SB-j-I \X —r l / ^ X — I 



x^ .dx 4 I j / I s 



a554"5*' + ^* + 4 05-1-1 



J dx I j I 1 1 

i.2...(n — i) \i — 05/ 

Pr' "^.r.Tl" f = i fa ^ - Are (tg = X) 



* («— l)» * * 05— I 
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/. 



dx 



5 + 2a;3-|.3a.2 — A ^« 



— JL7« (a?^~a; + 3)(a; + i) 



18 



X 



20 



305 



f. 



45 . iiT \ 11» / 



^B X -\- l 

x^~\- X* + 2a5'-|-aa52-(-aj-|~i * x*-|- i 



+ I Are (tg = a;) + i /« "^ "^ ' i 

(a;2 -f- ir 






J «(« 



(2x 



+ 6a:3) 



3a \ a-j-bx^ ) 



Ja:*(a + 6aj3) — jaaja "^ 3a« ^^ a;3 / 

J a; (a + ftoj^)« "" 3 a (a + 6*3) "" 3 a« V~^» / 

Jx^ .dx , / I + aj \T 
J «(a + 6a5<) ^a \ x^ ) 1 
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BeSS^!aS9eeB9B^E^HneiBB(SSaB^SBHBeSBg^BBi9SBBgBaBEBSaaBaS9I^BSERSSe9efB9 



r 



dx 



I. — 05' 



= *KÄ)(^^5^)* 



+^x„(.. = J^) 



/- 



cc* . dap 



» • 3 

3 



= — s-Arc 



^6 _[_ jjjÖ ja 



flc* . dx 



— aj6 



(« = (f )■) 



Tafel XXXm. Integrale irrationaler 

DlfTerentiale. 



jx" (a + boTf .<te= -4:pi r/+«-^ (z'-af^ ~' .dz '>* 



na ^ / 



a; . dx 



i 36' 



* (o + fee)! (5a! — i o) 



i. , 

j {x—i)^ y 7 

r dx i^ f (g + hx)i — ai \ 

J x{a + bx)^ a^ \(a + bx)i — ai J 



- 1)^ + «} 
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BB^aaBHaoB! 



^■KBSteKBi 



2 O* («2 -(- gc') 



Ja?« (a« + aj2j* . da; = i (a2 + oj*)* |(f!+f^ 

r X . dx 2 f2 O -f- ft« 1 

J (a + bx)i' ~ ^M (a + 6a;)*l 

/x(a+6a.)* . dx = _MMiM! ^Ml^ _ ^) 

Ja;^ . f2x 2 3 (g -f- 6a;)^ -f- 6 o (o --[" ^a?) — o^ 
(o + hx)^ ~" 3 *' (a + fta;)* 

J (1+»)* 17 • » J 

Sx (a+x)i . dx = L(£±£)! (-^^^) 

-^1 



+ 



3a*(a + x) 



/- 



8 



x^ . c£k 



hx^ — 2a 



(a + bx^)^ 3^' 



{a + 6aj«)* 



T{ifel ICXXJU. , J^otegrale irrattoualer pifferentUto. 



f. 



dx 



2X 



2 






X* (l+X^)1 



x^i dx 

1 i 



3X' 



(i + x^)i 



x^ . dx 



(•+'-)M^-l-f+i^l 



2a -f- bx^ 



(a + 6x2)* 62 (^ ^ J5p3)4- 

X* . dx ^ (x2 — 3) 

IT "^ '^ ^ 1~ r- f Are (sin = x} 

{i-x^ß , a(i_aj2)t . 



dx 



(a(-t-'6x?) 



I 



(a -\- zbx^) 



i - 1 



] a2-aj(ä + 6x2^1 

dx X (2X2 _|, ^) 



/(i.+a!=') 



I 

/- 
J( 



r 



x2 . dx 



X' 



(a -[- 6x2)^j . 3 a (a rf- 6x^)^ 

r:-:l-)K-'-^"(^)"- 



d2 



! ,■ . ,, ^ ! 

= 6. ((> + «« — «ä-fa'-i- 



+-TTr) 



. cTs' 
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i i 



M xt_x*'^xi^x^ i^,; 4 

(75 4*3 2 I 



6\* 






. dx 



X 

II 



'-TS r + -r 



/giT /j;' , xt 
3 



''x' 2*xT^-[- 1 



i/KlV 



I I / x^ — 2^xT!r-f ^ \ 4. A A — ^^ 



16 



^42 
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v:fisf' 









2* + (i + a;)* 



4\« 



l^ — (i + x)^ 






J(i+aj)(i+a;2)* 2^ l 



I — gg — 2^ (i 4" ag^) - 
I -|-a5 



1 



r «to = J. Are ftg = f '^^ " j^ 



= ^" («»^ = ("^tS") J 



^+ 2^aj 



J(i-aj2)(i+a;2)* 2* [ (i — 

r dx ^±in j(?!zii)i±ii! 

J(i + a;2)(x2 — I)* 2* I (i4-aj2)* 

= Are ( sin = aj ( ; — -r-r) ) 



af—hc \i 



oder = 



{he 



wenn a/ > 6c 
r c (o + &a?3)^ 4-a;(6c2 _ acf)h 



oder = 



X 



c{a-\- 6»')* 



wenn a/ < hc 
, wenn a/ = 60 



Tafel XXXm. Integrale irrationaler DUTer^ntiale. 



249 



h 



dx 



- In ( i-a;~2(i+« + a;a)i | ^) 



(i-f-a?) (i+x+a5 



w-'\ 



I -f" ® 



I »)• 



J (i+aj)(i + aj-aj2)t \ 2 (i -j. a? — a;»)* ^ 



«n 



2 



a;+ (I + a:W« , wenn a; 4- (i + «2) 

r (I -\-x^).dx I r_ 

J (i~ a;2)(i4-a;4)i~"ai J (x 



.* = 



n 



« 



^ = i_ 7„ f d+a;*)^ + i^x 



+ 2:2) 



2* 1 ^-^ 



wenn 



\^ X 

I — 05- 



Z 



k (r— ar2).<iag ^ ^ f - z^ x \ z^ x 
== ^ Are ( sin = — j — 5 J , wenn — j — 5 = 



wenn x == 



r a;2 . da; ^ i ^^ f fi + a?*)^ +2^ a; | 



(i 4- aj*)i 



2» « 



I . / . 2^ aj \ 

— -5 Are 1 sin = — j — ^ ] , wenn z = ^ , 



16* 



^44 ElfVdV AlMKftWtt: BHfore&tlÄI' Und Jni6gta1>BMhnnng. 



J(it— a:2)(aa:*-^ij* I l (^ 3.2 _ x)T -|- a:l 

( ■ ' ' -fArc(tg= /^ J , 



' ' ' wenn x 



=i « (a x^ — 1)* 



I 

= X |(i 4- X«)* — a!»| 



i 



wenn x 

( 
I 



wenn o; z=. z l{\ -\- x^Y — ^\ 



on -j- I 
^)* Wenn — «^ — - = einer x ganzen positiven oder negatiren 

Zahl ist f so setze man a-\-hx = z . 

2),*' Wenn . ^ / -f- — =3 einer.ganisen Zahl ist, so setze man 

o + oaj = « . 

1 3>* Wenn x =^ z^', ■ \ 

. '»')^ Wenn (i + x)~^ = z, 

■s "^Y Wenn die zn integrirende Function in sich einschliesst, 
(a -|- 6ar + cx*^)^ ^ so lässt sie sich auf eine der Formen 



c 

zurückfahren. 



I 



TaleA ^UmV' . I. lo^gratipiieiii Aw^* snocesal^r« E94aQtiflwn* 
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Tafel XXXIV. Integratioiieii diir«h 
sncQes^ye Kednctionen. 



I X . 
^ (a2 - 



dx 



— a:2)l 




dx 



ia^—x^)^- 



— r^=Arc{öiii=j^ 



xY 



wenn w 



V'"" ^^ "« Z«^'*^« ^^ 



ji 



n* 



^^^ =, _ ra2 _ a,2^i wenn w 

(aW.x2)i~^. J? ^.^ ungrade iö^ 



yy 



C x"" .ä^ ' ' f ' dx , /. ' ic\ i^* 

|— r- = I -r = Arclsui vers = — I ' 



Üc2a5 ' A > \ wenn j 



^ 



c^a; 



M 






X)* 



)^i 




^(aj2 -''ly 



ist 



2 /^2 



a;2 (cc 



X)* 



X 



wenn w 
grade ist 



*T 



^*) 



Jda; 

i?;'* (I + cc2)^ 



^^_i_J7.|(i + «^')*-it 



jx(i-\-x^)'^ y 



weüft 



^ i /ungrade 






istl 



h\* 



aj2)* , wenn.^f^ 
-^ .gfa^plst 



)* 



(2a; 



n 



,/■ 



a; (a -f" hx) 






dx 



{a + bx)^ — a^ 6)*. 



a: (a 4" ^^) > <* 






e . ua; 



03 



,*?-> >w 



€ . c?a; 

X 



Iv^x^^- ä£-:\- 



«2 a.2 ^ dZ ajS 



•) r| — r* Ti M ' • • 



■\ I 



-), 
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Jn _ n— 1 

X . daß I X 

j^ n — I r 35 . dsc 

J (a' 4~ * ) 
n 

n ist ungerade 
r X , dx zx {a'{-hx)^ iw» a Cx . dx 

r X , dx 3« (a4-^)* 3» a Tx . dx 

J(«+6»)* ~ (3"+»)6 3»+» ■■i'J(a+te)t 



/d» I X 

^ (n — 2) a' n 



n— 3 r dac 

^(n-2)a2 n ^ 



l X . dx X 

J (a+hx-\-cx^)^ 



n-l, . , .4 



(a-^hx-^- cx^y 



ite 
n-2 . ,. n— 1 



n — 1 a r X in— i b r X . dx 



6 » .dx = e aj . dx 

I AM«/ 



«i-f- 1 m -j-i • 



Tafel XXXI7. IntegrattoneQ 4areh socoeaslTe Redactipnen. 
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. «-1-1 «—1 

f . »» •> j an » • cos X 
J sin X . cos X . dx = 



m -{- 1 



. n — i C , 



«+2 n-2 . 

am OS . cos a; . da; . . . (i) 



' «—1 nr\-l 

/. m "f* j sin 0? > cos X 
sin ac . cos x » dx = — — \ 



I- 



ig^ \ nr4-l 

J. in *> ji sin X . cos X 
sin flc . cos X . »05 = j 
m -\- n 



+ 



9fl 



m-j- 



. «4-1 »^-1 
c . m ^ 1 Sin as.cos x 
) sin ir . cos x »dx =^ \ 



, n — I 1 . »» **—* _ j 

-J ; — I Sin X . cos X . 00/ • • 

m + i J 



. «-f-l »»-hl 

r . m »* j sin aj . cos x 

\ sin «5 . cos X . aa5 = j 

«i -f- I 



, m + n-f-z r . »»+» « ,^ 

J L_ — i — I sin X , cos X . dx . 

m-fi J 



. «-I-1 «H-i 
f . wi « j sm 05 . cos ac 
sin 05 . cos 05 . (te = i 



, wi + n-f-2 / . m, 
-J ^ — ' — I sm 05 . 

»»+1 J 



n— 1 _o 

f tg^^a; . dx = ^^^ — Jtg" 05 . dx 

/dx i^ I j [ 



X 



(») 



— I Sin X . eoa X . dx . . . M 
» J 



(4) 



(5) 



cos X . e2o5 . . . (6) 



24S Elfter Abschnitt. Differential- und Integfal-lEtech^alig. 



J 05 , Q0% X . dx ^ X . 8111 » -f* fMC COS X 

— n{n — i) }x . cos x . dx 

J X . sin 05 .dac^Ä^-x.oosaj-j-sina;; 

ox »—1 , • , . » 

Jax ** j e . 008 X (a , cos x + n . sm x) 
e , coB X . dx=' — ■ , , — s — ' ^ 

• '1 



, n (n — i) / ax n— 2 
H i— i — w - I c . cos ic . dar 

ö^ + «* J 



C ax . n g .Bin x(a . am X — « . cos ac) 
Je . sin a; . oo? = ^ — \ — « ^ 



, n (n — 1)103; . n-2 

-^ ^— i — 5^ \ e .sin 05 . da; 

»*2 + o2 J 



i 



! 

da; — 5 . sin 05 



W """ 71— 1 

(a + 6 . cos a;) (» — 1) (a^ — 62) (flj»|_ 5 . cog ^) 



j^ (in — 3)a r dx 

+ („ _ I) (a» - 6») J (^ + 6 . CO8«)"-' 

71 — 2 / da; 



(« — 1) (a2 - 62) J ^a + h. cosar) 



«-2 



1^. r__^lii?__ ^ 

J (a2 — a;2)i 



Eeductions formein. 

X («2 — a;2)* 



n 

Jn—2 
^ : 
(a» - 



dx 
a:2)i 



■ ^ j a; . da5 
J fzoa; — «2\T 



, ^ . — _ X (lax — x^) 



(j -" '^' ~ 



j^ 2« — I [ ^ ' ^ 
^ J(aaa5 — a;2)i 



TlBi^ XXXy: Einig« «MtiEDiiAto FtitOgi^Qf. 



^9 






+ 



dx 



^ , r dx I 



. 2w — 3 2 r 

^ (a2 -(- x^) 



(0:2- 



«--1 



•\. 



X 



_, w — 2 r dx 



*)* Die Beductionsformel ist dieselbe, ^ein.*)*; filik« mit^epi 
üntersohiede, ^aM hier beide Gliedec negativ sind. ^ - 



r =-■-: 



r dx l^ I ] (a+hx )i 

b zn — 3 j ^ 

-7 ,^ «-xJ^-% 



.vV^ 



•5} 



i 



?^- 



+ hx)^\ 

X I 



^ I n . n— 1 ' TO — I I n— 1 

J X (71 — ijx »/a5 ^ 



^ 



r: 



\> r 



t, - 



Tafel XXXV. Einige tfestinimte Integr^e. 



X 



I ' « '. ) ;• 



w 



\f{x) . dx-:= FJx^ - F (ajo) 

X. 



w 



X, 



X 



w 



\f{x) , dx = yipc) • ^a: 4- 'ifix) . dx 

Xfi Xit Xt 



i v » ; 



•\ 



•I 



•C . f 
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ElKer Abaobnitt. OUEoreatial» niid latsgrel-Seehnung. 



^w «1 a^a *» 

(/(«). (fe= (/(»). dx+ j/(rc).d» + J/(«). 

»0 fiCo «1 «2 



cZa; 



«. 



0?/ 



[fix) . daj = — 1/ 



— (/(«). da; 



] 



1 



m -f- I 



(2x 



= oo 



wenn m poritiv und grösser als die 
Einheit ist 



/ 



wenn vn. g^ade 



^.d^^l ^+' " Sist 



— 1 



= o wenn m ungrade 

a 



f da; _ n r ^ = J! 



Je . <ia; = (x> ; 



/OO 



/• 



sin odB . <2a; = 



cos an 



= — wenn a eine ungerade, 
a 

= o wenn a eine gerade ganse 
Zahl ist 



I- 



cos oo; . dx = = , wenn a eine ganze Zahl ist 



Tafel ZXXV. Eiuige b«stiinmte Ii^tegrale. 



2fil 



t; 



Jx , si 
n 



giaax . dx := — 



IC cos an 



a 



= -| , wenn a ungerade 

Qr 



= -• 



wenn a gerade 



7t 






ia;.co8aa;.(2se=- 





•/ A 



COS a IC — I 
7^ 



7t 
J 



=r -^ , wenn a ungerade 
a^ 

= o, wenn a gerade 



7t 

.2 - - 

.1» - /»» j i'3.5--- («» — I) ^ 
sin ac . dx = | cos sc . cte = ^ — 

2 . 4 • ^ * ■ * ^ ^ 



•/ A 



wenn m eine gerade Zahl 



7t 

¥ 



7t 
3 



(sin"* X , dx = j cos a? . cfec = 



2 . 4 . 6 . . . (tn — i) 
3 , 5 . 7 . . . m 



i 



— ax 



.sinbx.dx = 



wenn m eine ungerade Zahl ist 
b 



a^+b^ 



OO 



e . cos bx . dx = 



a« + 6» 






e * . cte = l/Tt ; 

— OO 



f. 



oo 



. dx 



= i|/"7t 



das zweite Euler'sche Integral oder die Euler'sche Gammafunction 

■ OO 



1) 



je-* x^'^^dx = r(«) = (n— I) (n— 2) . 



wenn n eine beliebigen ganze Zahl ist 



S '2 . 1 



36S 



Elfter Abflolinltt.> DUforantial* und lAtbgsAl - Redmung. 



r(») = ((^"— ) • ^^» 



n— I } 



— X 



wenn e = y 



2) 



, f n 

"(») = — «"' • <*«.' 

I — » n— 1 _ I \ —X n 

IC a; . aac = — je 05 . 



n 



wenn x 



als Grenzen 

a; ==o, y = i; 

X = OCj y = o; 



da; od. r (n + I) = « r W 



3) r (^) = ^ • ^ • . • ! • 'MA 



, wenn n ein. ächter Bruch ist 



4)r(w)r(i-w)=--T 



sin n n 



"'"a)''a)'-(i)--''(^)-.<'-^"'' 

w^nn 9t eine positive ganis« ^hl 



n — 1 1 



6)r(x)r(=r + :^)..r(a; + ^) = r(«x)(.,:) ' «\7\ 



das erste Euler^sche Integral oder die Euler'sche Betafunction 



> 






j •» 



Tafel XXXVI. ElMge transcendente 



Integrale. 



X . , It 



r c dx ' ' 

} Inx . dx = X (Inx — i) ; )lnx . — = i [Inx)^^ 



Tafel XXTVh Einige tmisMiitfeiite .Integrale«' 



S&8 



) In X X . aa? = -^ — -*t- ^ — ■. r-g- = — • — ■ I tn x — — 7— I 

^ m -f- I {m -\- ly m-\-i\ m-\-iJ 

ulnx) . dx = X (Inx) 1 1 — r 1 — -: ^— ... 

^"^ ^ L ^*** (Inx)^ 

• \. • . . i -' ■ ■ 

I n {n — i) . . . 3 . 2 . I "I 

(Inx) J 

f ^~^ nl \^ j ^ n \'*rJ •*/ I «(»-^1} i'. 
Jfic (^|»x) .dx = r- (Inx) \i r+- + -T71 — T2 ••• 

^ n(w — i) . . . 3 . a . I "I 
a [In x) J 



: t 



\x^ e^ , dx =sz e (x^ — 2 x.-\---zy ^ . >, ■ 

-^ 1 I ! 

.cZa;==sin«a5e — wije cos «aj . dx 

1 X / sin no; — n cos nx \ 

■=' i T+^i^ j 



,J" 



X 

e sin n£C 



Je cos was . da; = cos nxe -\-n }e sinnx.da: 



T I 



X /cos nx -{-n sinnccN ^ 



-j- w' 



/cosnx 



•^ a [^ aa; ' a'a;' 



D 



n äx 



. n (♦i — i) . t . 3 . 2 > I 1 

ITI w « I 

a X J 



J e cos bx . dx = 



02' 



<« . . <!_52?^ + lj'e"?8m&r.dx 



a 



'. . i 



"a.cos hx A- &.sin bx ax 
' — e 



T ; -. 1 



=a^. + 6* 



354 



Elfter Abtehnitt. Dlfferenttal • und iBtefna-Eeehnimg. 



r«*.» j «sin 6a; o r ax 

a a ' 

a sin bx — 6 cos bx 

— «« + 62 

jx coB aE;.(2a; = x<sina; — njac siax . dx 

Jx aiax . dx = — x cos x-\-(n — i ) Jx cos . dx 

r n ac" I . f »(n— i) 1 

J 0? cos ax .dx = — ^ sin oa; li j — ^j [- . . . j 



ax 



-\-eoBax 



[•j^_n( n-x)(»-a) li 

Laos a* aj* JJ 






Sin a£C 



rj^_ n(n-0(n-.) II 

\_ax a^ x^ J| 



J sin o; . cos x . dx = ^ sin^ a; 

JCOS 35 , r 

-; — . dx = J cot o; . c2a; = 2r 
Bin ST 



sin 0? 



sin a; 
cosa; 



. dx =r j ig X . dx =: — In 



cos X 



r dx [ feoix , cosa;\ , _ , 

I -: = I 1 — ; — J . da? = «n tg « 

J sin a; . oos a; J y^cos x sm xj 



Jsinaj ^^ ' Jcosa; ^\4 ' a/ 

Jcos' a; . (!»= \ J (cos 2x4" i).<iaJ=i^8in2a5-j-4^a: 

Jcos^ X . dx ^=^\ J (cos 3 « -{- 3 cosx) . dbn =^ -^ foxi i x -{- \ bihx 



Tafel XXXVI. Einige tracnscendente Int^rale. 
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/flin X . coB X . dx = — 



, «—1 n-|-l 

sm X . cos X 



m -\-n 



+ 



m — 



m -(- 



I r. « 

— Isin 



-2 n 

SB . COS X . »X 



J Sin (T . 008 X . aa; = 



. «+1 n— 1 

sm flg . cos X 

■ n — I f . m «-2 , 

-\ j — J sm 0? . cos X , dx 



J sin X . cos X . dx = — 



sm 



»+i 
X . cos 0/ 



«l — I \ 



+ 



m — n — a r . — «H-2 n 



m — I 



X 



sm 



oß . cos X . dx 



J sin ap . cos x . dx = 



sm iv . cos X 



n — I 



+ 



— iH-2 



n — wi — a r . m -i - , 
J sm X . cos 05 . dx 



n — I 



J sin** 05. ig5= — 



sm X . cos 05 . w — 



m 



m 



I f . «-«. 
^ I sm 05 . 



c2o5 



«—1 /* 

f n , sin 05 . cos 05, ^ — * | « "'~*/«» 

) cos 05 . CMC = -1 I cos 05 , 



c2o5 



Jdo5 cos X m — a j 

sin** X "" (w — i)sin"*~^« •^'~ ' J 

r das sin 05 w — a j (io5 

J cos (T (n — i)cos X J cos 



sm X 


(205 


n 
COS (T 


" . n 
sm 05 ^ 



(jf05 
. «1—2 

sm X 



•^ cos 05 '^ 



X 



—2 



OS . doi 
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Elfter AbMAnilt Differ^ntiiU- und I|i^qcviü-|(Q«l)nmig. 



1 cos a; - in _ cot x 1 w- 

I . cte = I cot a? . CMC == — 1- — I cot 

J . « j n— I J 



fl> . dx 



Sin a? 



r* / r . • / I L^ j C08[(m4-/>)x + w + g] 
sm (mx + w) cos (pa; + v) • »a; = =^^ — y^-^i — 4 -^ 



I 



cos Um — 'p) x-\-n — j] 

2 (w Tß) 



i 



•'. Ax 



a + 6co8a; 



. ! a ' * / ,3? ^ /a — 6\ 



/: 



c2a; 



a + ftcosÄ 1/^52 _ ^2 



wenn a 



^n 



!/"& + « +tg y]/ 6— a 



wenn a <: & 



/■ 



c^a; 



I X 

, , — - = — tg — , wenn a = 6 
a(t4-C08a;) . a ° 2 

J Are (sin = a?) . da; = a; Are (sin = a;) + (i — a;^)^ 

J Are (cos = j-T . tta; =i ,a; Ai*c (cos == ,x) — (i — a;^)» 

JAfc (tg = a;) . cZaj = a; Are (tg :== ») — Znl/i +a;2 

jArc (cot = a;) . das = a; Are (cot = aj) + Inl/lT^fx^ 

J Are (sec = o:) . da; = a; Are (sec = a;) — In (x-\- \/x^ — i) 

J Are (cosec = x) . äxt=x Are (cosec = x) -{- In (x -\- X/x^ — 1) 
J Are (sin . vers = x) . dx = {x — i ) Are (sin . verg = x) ■^'l/ix—x^ 



J Are (cos . vers =? a:) . da; = (a; -(- 1 ) Are (cos . yers = ») — "1/ zx — x^ 



_!• 
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Tafel XXXVII. £iitwlckeliiiig der Functionen 

in Reihen. 



Gesuchte Reihen 



'Tailor'Bche Beihe ' 
' dx ^ t.t cfeo*v . i.a.3 dx^ ' 

dx 

1 : = e fix) od. 

/^H- A) == /(x) +/ (x) h+f" ix) ^ + /'" (X) -^ + . . . 

!•> I.a.3 

'•'^'i.a.3...w'i.2.3...«"' ^ ^ ^ 



Maclaurin'sche oder Stirling'sche Reihe 

f{x) ^fip) +/(0)^ +/(o)^ + ... , 

I 1.2 

1.2.3. ..91 I.2.3**'^ 

oder 

oder ')* 

Cto * ' ^ 1.2 ' ' 1.2.3. I.X.3.4 

17 



258 Blfter Absebnitt; DUForentUl- and Intogral-Haebnime. 



Lagrange'8 Reihe 1 

+ £- {[. Ol V (.)} T^ + ^ {t. «1 V («)} ^,+. . . 

oder 



Laplaoe's Aeüie 



»=/(») =/. W + ?. («)A W-f- + £ [{9. w) /, w]7^+- • 

oder 8j» 



Bernoulli^s Eeihe 



Leibnitz^s Reihe 

•• jt f, j r—i 

a (uv) _ du dv d u r(r— -i) d^v d w 



Y 



*)* II == /(af); ^ncrement von h.= X; das n^ Glied ist 

—1 a'*^^ 

= / (ap) p r-;. berücksichtigt man nicht die fol- 

I . 2 . 3 • • • (^ — 1) 

genden Glieder, so liegt der begangene Fehler Ewischen den 

grössten und kleinsten Werthen, die / (« + th) erhalten 

i>2«3> • «M 

kann, wo t <z i ist. 



Tafel ZXXVIII. laterpolatioo d«r Reltaeii. 
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I « 

^Y /(*) Mrt «üie Fttnction Ton x und /(o), / (o), / (o) ... 

f~^ (o) = den Werlhen, welche /(ac), /^ (»), /' (ac) . . ./""^V«) 

annehmen, wenn 05 = 0; XI ^^ CTj, J72 stellen die Weithe von u, 

citt dJ^u d^u , 

3- » T-» » T-s • • • dar, wenn o; == o ist. 

dx CMC« ' CMC* ' 

3)* y = « + 0? 9 (y) ; u =f {y\ 
*)♦ Wenn f i^) ^ y* 

^Y y ^ F {z + Xfif{y)Y " = -^^2/); fF{z)=f^ W, 

(2 1 

j- f F (z) = fi (») und 9 ^ (») = cpi («) gesetzt; < eine Zahl 

dz 

zwischen o und i. 

«)* Wenn / {y) = y. 

'rv=f(x). 

^Y u und V sind beide Functionen ron x. 



JLSJJ I L. 



9SSS 



I M I t r w 10 



t $ ' 



Tafel XXXVm. Interpolation der Reihen. 






y = yi 



+ yj 



+ ys 
+ 



(x — «1) (aj — «3) . . . (aj — »J 



+ y 



(^i- 


■«2) («1 


-»s)- 


..(*,- 


X \ 

nJ 




(«- 


«1) (« ■ 


-«a)- 


..(X- 


'^n) 




(ajj- 


-«1) (»2 


»3)- 


. . (asj - 


■*«) 




(«- 


«1) (« - 


-«2). 


..{«- 


*«) 




(«3- 


-«1) (aPft 


— iCj). 


•■(<^- 


•*«) 




(«- 


«1) (« ■ 


-SBj). 


..(X- 


SC 

71— 


1) 



»■ 2\* 



n (» — »i) (» — ac.) . . . (o: — x^ A 



17* 
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^)* Diese Formel ist anzuwenden, wenn die Wer^e Xi^ x^y 
»3 . . . der unabliängigen Variablen x die constante Differenz h 
= X2 — x^ = a?3 — Xj = • . . haben; y^ ist der erste bekannte 
"Werth der unbekannten Function für x = Xj; Ayj=y2 — yi; 

')* Diese Formel ist anzuwenden , wenn die Werthe Xj, x^y 
X2 . . . «^ der Variablen Xj Hir welche die Function die Werthe 

Vif y 2t Vz * ' * Vn ®'^^^> veränderliche Differenzen haben. 



XII. Abschnitt. 

ANWENDUNG DER DIFFERENTIAL- 

ÜND INTEGRAL-RECHNUNG AUF 

DIE GEOMETRIE. 



Tafel XXXIX. Tangenten. Normalen. 

Asymptoten. >)* 



Gesucht 



in der Curye» deren Gleichung y =f{x) ist 

für reditwinkelige Goordinaten: 

die Gleichung der Tangente 

yi — y = ^ (»1 — «) vom I**" Grade 



Tafel XXXIX. Tangenten. Nonbalön. Asymptoten. 
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die Gldchimg der Nor male 

die trigonometridche Tangente des Berähmngswinkels und die 
Winkel , welche die Tangente einer Curve mit den Goordinaten- 

Aoluen bil^ßt 



dy 



dy j, dx 



dx 



— ^y 



v^^ "■ 



dx 



co8a = 



im!) 



= -^; cosp = 



'da; 



— ^ 



V'^m " 



die Winkel, welche die Normale einer Gurre mit den Goordinaten- 

Achsen bildet 



C08X = 



dy_ 
dx 



\^m 



^ dy . 



da ' 



Cd8[Jl = 



(2a; 



i'm " 



die Länge der Sabtangente 



/i » 
die Länge der Subnormale 

Ä„ = y -^ = y- tgÄ =/«./!« 

die Länge der Tangente 



'^ - » V'^) = i^ -' V^TJS^ 



= >":^-/^y^T7?T 



262 Zwölfter Abscha. Anwencl. cL Diffflrential- o. Integral-RAGfanoiig auf d. Geometrie. 



die Länge der Normale 



das Perpendikel aus dem Anfangspunkte auf die Tangente 

_ y . dx — X . dy 

~" ydic^ + dy^~ 

das Stück der Tangente zwischen dem Berührungspunkte und dem 
Fusspunkte des Perpendikels aus dem Anfangspunkte auf die Tangente 

X . dx -\- y » dy 

~~ Ydx^+d^ 

die Stücke der Achsen, welche abgschnitten werden zwischen dem 

Anfangspunkte und der Tangente 






1) auf der y - Achse : y^ — y — x 


' dx 




2) auf der x - Achse : Xq — x — y 


dx 
■ dy 




in der Curve, deren Gleichung u — 


/('. 


y) = 


oder -T- . dx -f- -r- • dy = o ist: 




die Gleichung der Tangente 






du du 

dx ('> *) + dy ^' "^ = 


o 




die Gleichung der Normale 


• 




du du 

d» ^^ «'> dy (*« *) = 


o 
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die Winkel, welche die Tangente der Cnrve mit den Coordinateu- 

Achsen bildet 

du . ^ du 

dy « 'dx 

cos a = ; cos p = 



die Winkel, welche die Normale der Curre mit den Coordinaten- 

Achsen bildet 

du du 

dx du 

cos X = , . cos [X = 



das Perpendikel ans dem Anfangspunkte anf die Tangente 

du , du . 

p == 



das Stück der Tangente zwischen dem Berührnngsponkte nnd dem 
Fnsspunkte des Perpendikels aus dem Anfangspunkte auf die Tangente 

du , du 

r — dy ^^ dx 



m'+m] 



in der Curre, d eren Gleichung r=/(0; oder t* =s /(0> 



I 



wo tt =? — ; oder P = f(r) ist 



r 



fßr Polar - Coordinaten : *)* 

der Winkel zwischen dem Radius - Vector oder der Subtangente und 

der Tangente der Curve 

dt dt , - dr 



dr du ^ ^ ^ r .dt 



264 Zwölfter AbadML Anwend. 4. Differentfal- a.Iote«Tal-B«chnaBg auf d. Geometrie. 



die Gleichoiig der Tangeaite 
1 i-^ Bin (<i — - »■ co8(/i -o| + r^ = 
die Länge derselben 



die Gleichung der Normale 
die Länge derselben 

die L^nge der Sabtangente 
_ ^ dt _ _ ^ _^ ^*' 



*- = " 



die Länge der Subnormale 



das Perpendikel aus dem Anfangspunkte auf die Tangente 
_ r^ 1 I 

P = ■' ^ , wo 14 = 



\^^^^ V^^^'' 



rt-n r- 



in der Gurve, deren G l^ichung /((c, y) = o ist 
für reobtwixikelige Coordinaten: 

die Aymptoten dieser Gurre 

man setzt den der Gleichung f{x, y) =i o entnommenen Werth 
für y durch x^. oder umgekehrt, ausgedrückt in die allgemeine 
Gleichung der Tangente (Seite 260) hinein imd lässt x respeotire 
y positiv oder negativ unendlich werden * 



Taf9l XU KrfimmoDgskrei» tmd Evoluten. 
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in der Carte, deren Gleichung r =5 /(Q ist 

fttr Polar - Coardinaten : ^y 

die Asymptoten dieser Gnrye 

man finde. den Werth von t^ welcher r = oo macht; und wenn 

dt 
dann derselbe Werth Ton t entweder r^ . — ;— = oo oder = o 

dr 

macht, so ist jede Linie, die durch den Endpunkt der Subtangente 

II r gezogen wird, eine Asymptote dieser Curye 



1)* Xi und yi sind die laufenden Goordinaien: x und y die 
Coordinaten des Berührungspunkts; « der Bogen der Gurre. 

2)* Siehe Seite 108 Anmerkung »)*. 



:9=^ 



Tafel XL. Krfimmungskrels nnd Eyolnten. 



Gesucht 



der Krümmungs-Halbmesser 

a) för rechtwinkelige Goordinaten : 

wenn x die unabhängige Variable ist 

dx^ 
• wenn y die unabhängige Variable ist 



l\* 



P = 



d^x 
dy^ 
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wenn der Bogen die unabhängige Variable ist 


I (d^x-^ ,fd^y\^ . , ds^ 


wenn das Element des Bogens und der Contingenz - Winkel 

gegeben sind 


de 


wenn u — f i^j y) — o die Gleichung der Curve ist 


f/dttV d^u du du d^ u fduVd^uV^ 
I \\dy J dx^ dx dy dx.dy * \dxj dy^f 


{{ty + iz)')' 


wenn ty eine Grösse von der sowohl x wie ^-Functionen sind, 

die unabhämgige Yariable ist 


. {(t)' + (2)T 


^ idxd^y dy d^ xV 
\ dt dt^ dt dt^ f 


wenn die Curve vom 2**" Grade ist 

0* ~"~ 


»•(:?)■ 


b) für Polar - Coordinaten : 


wenn r — / (0; od r — -F (P) ist 


, {"Hm 

^ \dt j dft 


ds^ 


^^ " r.dt.d^r r^,dt^ idr^.dt 



Tafel XL. Krflmmiingskreis nnd Evoluten. 
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die Mittelpunkts -Coordinaten des Erümmungs- 
Kreises (Oscalations-Kreises): 



X 






wenn y = f(x) ist 



dy . 

' dx' 



ß = y+ 



+(Ä)' 



da» 



oder„ = .-p(i±^); P = y-+^ 



n* 



wenn y = / (») ist 



a = 35 — 



(2^ . ds^ 



dx . d^y — dy , d^ac ' 



ß = y+ 



c2«^ . (2a; 



- dy . <fo2 



«2^ 2( . (2x — dy . d^x 

ds^ 
ß r= y -f. — - fOr d'flc = o 



d^y 



wenn m = /(x, y) = o ist 



m + ( 






(2u ^ /duV dhi^^du du d^u jJduV dhi 

^ ^y \dy)'dx^ ^dx'd^'dac.dy'^KdxJ'dy^ 



die Evolute 
a) für rechtwinkelige Coordinaten 



3^* 



)* 



der Cycloide, deren Gleichung -—- = -^ — ^^ — ^— ^ — ist: 



d (- ß) ^ 



der Tractorie, deren Gleichung-^ = j- ; 



oder 



y-J-=+V«'-y'; oder y |/i + ^ = «ist: 



dy' 



da 



a 



dp (pa — a2)i 
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der Kettenlinie, deren Gleichung -^ 



(2 ex -|- 05 2)* 



ist: 



»«•■||+{{<» + e)')-4C»}^ = o 



der lo^arithmischen Linie, deren • Gleichung ■ ^ = ae^ ist: 

6) fiir Polar - Coordinaten ^)* 

der Ereisevolyente, deren Gleichung P? = r^ — a* ist: 
es ist p = P; r^ :c= r^^P^ = a^ und P^^ = r« — P2 = «5 

der logarithmischen Spirale, deren Gleichung P = mr ist 
es ist p = — ; Pj2 = r^ (1 — m^) ; r^ = — ^-— ^ alsoPj = mrj 



m 



m^ 



c2 /^2 ^2\ 

derEpicycloide, deren Gleichung P^ = ^ j— - ist : 



a' 



esistpc^ii^P; P2 :^_Z_(e2^r2); 



r,2 = -V(a' + c'-»-^) = 



a4 + (c2— a2)Pi» 



also 



{'■''^) 



P? =- 

^ C2 — «2 



die Coordinaten eines Punktes der Eyolute 



d'y 



i'y 



2)* Das mittlere Glied des Zählers verschwindet , wenn der 
Werth von u = ist der Summe zweier Theile, von welchen der eine 
nur x^ der andere nur y enthält. 



Tafel XLI. BerOhrende fibenen a. Normaten an kratnnMti Flikben. 



^69 



du . d^y 

^— und -r-Y in y = f{x) sich durch eine der 



3)* Wenn 



Variablen allein ausdrucken lässt, so kann man mitunter y und x 
durch ß oder a ausdrücken; denn ohne die andere Variable zu fin- 
den, ist es hin)änglicb| die Werthe von y und x in die Gleichung 

d ß dx 

— =- — zu substituiren und man bekommt in a oder ß eine 



dx dy 

Differential-Crleichung, welche dieDilferential^Gleichuiig d^r Evolute ist. 

*)* Wenn P und r die Coordinalen der Curve, P^ und r^ die 
der Evolute und p der Krümmung« - Halbmesser ist, dann lässt sich 
aus den vier Gleichungen: P :=/(?•) die Gleichung der Curve; 

dr 



••.' 



+ p' — *p-P; 



Pi' = 



P»; f = 



3F = P' 

r und P eliminiren und eine Belation zwischen Pj und r^ finden, 
welche die Gleichung der Evolute ist. 

^)* Aus diesen Ausdrücken und der Gleichung der Evolvente 
lassen sich x und y nebst Differentialen eliminiren und man bekommt 
zwischen u, v und constanten Grössen eine Kelation, welche die 
verlangte Gleiching ist* a ist eine Constante = dem Krümmungs- 
Halbmesser im Scheitel; die Gleichung der Evolvente oder eine 
Relation unter den Goordinaten Xy y eines Punktes der Evolvente 
müssen gegeben sein. 



Tafel XLI. Berührende Ebepen 
(Tangential - Ebenen) nnd iformalen an 

krummen Flächen/)* 



Gesucht 



in der krümmten Fläche, deren Gleichung P(x, y, z) = o ist: 
die Gleichung der Berührungs - Ebene in dem Punkte x, y, z 



dF 



, dF , , dF 

2^) d^ + (^^ - ") ^ = ° 
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das Perpendikel ans dem Anfangspunkte auf die Berühnings - Ebene 



dF ^ dF , dF 

x-r — \r y -5 — r * 



P = 



dit 



dy 



dz 



0)'+(©"+(S') 



die Gleichung einer Normale in dem Punkte x, y^ z 



X, 



dJ^ 
dx 



^ _ y\ — y 

^ dF 



z, 



dy 



dJ^ 
dz 



die Winkel, welche die Normale mit den a;, yy s- Achsen oder die 
berührende Ebene mit den Ebenen yz^ xz, xy respectiTe einschliesst 

dF 
dx 



cosX = 



{(£)'+(f)V(f)'f 



COSfJb = 



dF 
dy 



{(£)V(i)v mt 



cosv = 



dF 
dz 



{(£)'+(f y+ ml 



.-■* 



in der krummen Fläche, deren Gleichung 2=/(x,y) ist: 

die Gleichung der Beiührungs-Ebene in dem Punkte (x^ y, z) der 

gegebenen Fläche 

'^ - ' = -^ (•'t - '') + -^ (ifi - y) 



die Gleichungen der Kormale 



Xy 



^X + 



dz 



dz 



^(«, -«) = o; y, _j, + ^(,,_,) = o 
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AI 



die Winkel, welche die Normale mit den x-, jr*, s- Achsen, oder die 
berührende Ebene mit den Ebenen yz^ xz^ xy respectiTC» einschliesst 

dz dz 

dx dy 



C08X.= 



V- +(!)*+© 



; cos{j.= 



V^^iM^ii)' 



cos V = 



^/•^{ih{%)' ' 



in der Fläche des einfachen dreiachsigen Hyperboloids, 



X' 



dessen Gleichung — r- + 



Z' 



62 



?= I ist: 



die Gleichung der Beruhrungs - Ebene 



xxx . yy^ zzi 



a 



1 _i- yy< 



52 



die Gleichungen der Normale 






in der Fläche des Ellipsoid's, dessen Gleichung 

aß* I y' I «* 

-^ + ^+-p-=iist: 

die Gleichung der BerUhrungs-Ebene 
a2 ^ 62 T- c2 



die Gleichungen der Kormale 



Xi — 05 =(«!•-«) 



C* X 



Vi 



y = («1 — «) 



c2 y 
62l 



das Perpendikel aus dem Anfangspunkte auf die Beriihmngs-Ebene 

.«vi 



P \a* ^ 6« T^ e*) 



272 Zwölfter Abachn. Auwend. d. C^fferelitial- iL Integral-Reehnnnganf d. Geometrie. 



J 
in der Fläche des getJieilten dreiachsigen Hyperboloides, || 

X^ 4/2 g^2 

dessen Gleichling «- — -?o-H *- = i ist: 

a^ 0^ c* 

die Gleichung der Berührungs-Ebene 
_^ ^i_ __yy\ 1*^1 _ _ 



in der Fläche d« Kugel, deren Gleichung ac' -(-y '-("*' = *' ***• 

die Gleichung der Berührungs-Ebene 
2(«i—«) + aß(aj, — tr)+y(yi — y) = o od.««i +a»| + yyi =0 

die Gleichungen der Normale 

aJi — « = -^ (a>i — ar) ; yi — y = ^ («1 — «) 

z z 

der Winkel, welchen die Berührungs-Ebene mit der ocy-Ebene bildet 

z z 



cos V = 



|/i2 _|_ a.2 -f y2 a 



y» »2 



in der Fläche des Kegels, dessen Gleichung z^ — ^ ^ ==^ ^b^* 

die Gleichung der Berührungs • Ebene 



yy\ «Ti 



die GleichuQgen der Normale 
«1- «+(«1-«) ;^ = 0; yi-y + («i—«) jf^ = 



in der Fläche, deren Gleichung xyz = m^ ist: 
die Gleichung der Berührungs-Ebene 

SC ' y ' « 
das Perpendikel aus dem Anfangspunkte 
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^y { 
y, y - ^ («. 


-*) 


dz 




dy <*> ") 





in der Curve von doppelter Krümmung, wenn o; = ^ (2) 

und y =6(z) die Gleichungen der Projectionen einer 

GurYeaufdieEbenena;2und2^sind: 

die Gleichungen der Tangente im Punkte (a?, y^ z) 
dx 



oder «j — z = 



die Gleichung der Normalebene . « 
(oJi — ic) tZac + (yi — y) dy + («1 — 2f) d« = o 

die Gleichung der Krümmungs - Ebene 

(«1 — ac) {dyd^ z — cfod^y) + (y^ — y) (dzd^ z — dxd^ z) 

-\- (2?i — z) (dx d^ y — dyd^ x) = o 

die Winkel, welche die Tangente der Cunre mit den sc, y, s- Achsen 

einschliessen 

I 

cos« = j======== 

dx dy 

a dz dz 

COB p = ; cos Y — - 



V'HiyHt)" V'<t)Hi1 



in der Schraubenlinie, deren Gleichungen x = a . cos t, 
y =z a . sin t und z = akt sind : 

die Gleichungen der Tangente 



«i — « = — i (yi — y) 

* C08< 



18 
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die Gleichung der Kormal -Ebene 
Bin t(xi — a;) — cost(yi — y) — k(zi — «) = o 

die Gleichung der Krümmungfl - Ebene 
A; . sin^ (x^ — x) — a , cost (pi — y) H~ *i — z = o ')* 

die Winkel, welche die Tangente der Corre mit der x, y^ 2 -Achse 

einschliesst 

1 y ^ 1 X ^ 

cos a = j==z ^ ; cos p = — -=== — ; cos y = 



■j/"i -(_ ifcJ a ' «^ l/i+fcJ « ' j/i+Ä:» 



in d,er Curye von doppelter Krnmmnng, gebildet 

durch den rechtwinkeligen Durchschnitt zweier 

Cylinder: x^-\-z^ = a»; y^-\-z'^ = 6«: *)* 

die Gleichungen der Tangente 

XX.I + ««1 = o2 ; yy^ + zz^ = 6« 

die Gleichung der Normal -Ebene 

agi [ yi gl ^ ^ 

AB ' y 2 

die Gleichung der Erümmungs - Ebene 
6« «8 «1 — a2 y3 y j _j_ (^2 _ J2) ^3«^ = a» 62 (a2 — fc«) 



in der Curve, deren Gleichungen: F {x, y, ») = o : 

F^{x, y, «) = o sind: ^f 

die Gleichungen der Tangential - Ebene, der Normal -Ebene und der 

Krümmungs - Ebene 

dF dF dF 

A dFi . . dF^ . , dF^ , 

und -3-^ . dx A ^ . dy A :— . dz =: o 

dx * dx dz 

dx dy 

sind -j- und -^ ausgedrückt durch öc, y, « zu bestimmen und in 

die froheren Gleichungen der Tangential-Ebene , der Normal-Ebene 
und der Krümmungs-Ebene respectiye hineincusetzen 
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E=s99H^aHi^eaHKBiBS99BBa^^BBaBBeBSBa9BBB^aBae?aaB9aB9aBsaesaa9Be9ai 



1 

in der Cifrve, gebildet durch den Dnrohsohniit eines 

Ellipsoids*: — ö- + -T;r-| s-= ^ ^^^^ einer Kueel: 

a.2 _|_ y2 ^ ^2 = r2 : «)* 

die Gleichung der Tangente 

X (aP| — a?) _ y (yi — y) __ g (^i — g) 

o2 (ft2 __ c2) — 2,2 (c2 — »2) c^ (a^ ^ 6') 

die Gleichung der Normalebene 

a2 (52 _ e2)'?kll?4.62 (c2 _a2) yi.Iiy4.c2 (a2-62)^[iZl?=, 

05 y z 



in der Curye Ton doppelter Krümmung, gebildet 

durch den Durchschnitt einer Kugel: a;*4-y*4~*^ =4''* 
oder z^ -\' 2rx = ^r^ und eines geraden Cylinders: 

y^-\-x^ = irx: ')* 

die Gleichungen der Tangente 

y(yi— y) = (r — a;)(x, — x); g(2i — g) = r(xi - a;) 
oder yyj "h (aJ — '*') 0^1 = rx; zzi -|- ^^i = 4*'' — '^ 

die Gleichung der Normal -Ebene 



« y X V g y / 



die Gleichung der Krümmungs - Ebene 
«1 {aßy2--r(y2 — «2)J _(. y^ yS 4. gj^^s -— ^^.2224- raj(y« — g^) 



^)* aC|, y|, 2| sind die laufenden Coordinaten der Berührungs- 
Ebene; X, yj z die Coordinaten des Berührungspunkts. 

2)' In diese Formeln sind für -^ ^^ ^ ihre Werthe aus den 

dz dz 

Gleichungen x = cp (g) und y = ^ (2) zu setzen. 

^)* a ist der Halbmesler des Cylinders ; t der Wälzungs-Winkel ; 
k die constante Tangente des Winkels der Schraubenlinie mit der 
xy- Ebene; die Curve fängt in der x- Achse an; x^-j-y^ = «'i 

z = ak , Are fcos = — J, z =;?= aAr.Arc (sin = — ) die Projec- 

tionen der Schraubenlinie auf die Coordinaten - Ebenen. 

18* 
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*y Der DurchBchmttspimkt ist als Anfangspunkt und die Achsen 
als X und ^- Achse genommen. 

^)* Die Curve ist hier als die Schnittlinie zweier beliebiger 
Flfichen, deren Gleichungen die obigen sind, betrachtet; es ist 



dF dF, 



dFt dF 



dx dz dy dz dy 



dF dFi dFi dF 

dx 



dx 



dz 



, dy^ __ dz^ 

dz ~ dF^ dF dF dF^ ' dz'^ dF^ dF dF dF^ 

dx 



dx ■ dy dx- dy 



dy 



dy ' dx 



•)* Es Ut 



dx 



62 _ c2 



X 



dy h^ c* 



und -^ = 



a^ z 



dz c^ ' a^ — h^ ' z dz c' ' a* — h^' y 

''j* Der Halbmesser der Grundfläche des Cylinders ist = der 
Hälfte des Kugelhalbmessers und geht durch den Mittelpunkt der 
Kugel. 



Tafel XLII. Qnadratur ebener Cnrven. *)* 



Gesucht 



der Flächen-Inhalt 

der Curve, deren Gleichung: y =/(a;), oder r = f{t) 

oder P =f{r) ist 

a) für rechtwinkelige Coordinaten: dj = y . dx 
J 



= j y . dx ; 



oder J = 



' 



. dx 



2\* 



-0 *0 

h) fiir Polar -Coordinaten: dJ = \r^ ,dt 






J =: ^ \ r^ , dt; oder J = i ir . dt . dr 





=//' 



/"■ 



3\* 



,dt 



oder di = cos^ t . dt 
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= i ix^ see^t.dt = :^ ix^,du od. *)* 



J (r2 - 



dr 

(r2 - p2)i 



des K r e i 8 e s , dessen Gleichung : x^ 4- y 2 = r^ , oder y ^ -= jrx — »2 
oder (» — a)^ + (y — i)^ = r^ oder r = a ist: 



j-— r(y2__a.2)i.c2a; = |irr2 od. 



== r(r2 — «2 




2r 



J = ({2rx — x^)i.dx = ^irr» 


für den ganzen Kreis ist J = r^n 






a^ l dt s=z a^ TZ 



der Parabel, deren Gleichung: y = ±'\/Tpx ist: 



X 




für die Flache des unteren Zweiges mitgerechnet ist: J = |ajy 

(flc — p)^ , 
und deren Evoluten -Gleichung: y^ = ^ ist: 

/ = ,* V^ f(x - p)* . d» = J (« - p) y 
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der Ellipse, deren Gleichung: y = i — 1/a^ — x^ ist: 

X 



= — - -\ Are f sin = — j oder 

2*2 \ aj 



a 



x^p , dx = ab TZ 



und deren Evoluten -Gleichung: (xay -j- (y^r = («*) üit: 



6^ 



Ja 



der Hyperbel, deren Gleichung : y = + — l/a5* — o^ ist : 



X 



J = 4 ri (»» - a'^)4 da; = -^ (x^-a^)* 



-|- 20ft 






für die ganze Sector - Fläche ist J = — In (— + ^) 

einer Hyperbel auf die Asymptoten bezogen, deren allgemeine 

Gleichung: x y =^ a ist: 
«-f-n 



= I — ;;:- . dan = a 

J ^ n — m 



2 n 



x 



wenn m = » ist 
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einer gleichseitigen Hyperbel auf die Asymptoten be- 
zogen, deren Gleichung: y = — ist: 

2X 

X 

/ — **' r** 1 n I ^ \ 1 ^ 

y = — I = 4 a^ m = 4 2n , wenn a =: i ist 



z 





der Oycloide, deren Gleichungen: 
X = at — ft.sin^; y = a — &.cos^ sind : 

IT 



= 2 j (O — b . 



COS t) .dt = n {ta'^ -j- h^) 



der Gycloide, deren Gleichungen : x = a (t — sin Q ; 

y = a (i — cosO oder -^ = ^^ ^ ~ y / gi^d: 
'^ ^ dx y 



t 



= o» I (' ~ °°* 0^ dl = a'^i^t — länt + J sin 1 
for die ganze Cnnre ist J = 3 a^ n 



der Epioycloide, deren Gleichungen: 
! = (a + 6)co6< — Ä(^i-^)<; y = (a+ft) sin ^ — Ä(^i^)< sind: 







^« {6(a+6) + Ä»} 
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der HypocyQloide, deren Gleichungen: 

X = (a — 6) coB ^ -f- A . cos [ — ^ — ) t 

\ sind: 
y = (a — h) sin ^ — ä . sin ( — ^ — j t 



a — b 

= (a6 — Ä2 — r^) it 



c2^ 



der Cordioide, deren Gleichungen: 
jt = 2a . cos ^ — a . cos 2 ^, y = 2 a . sin < — o . sin 2 < sind : 



TZ n 



J=2 l$a^,dt— jcos^.d^; J=ea'^n 



der Astrois, deren Gleichung: 

* + y == I oder 05» + ys = a} ist : 
1 

ü 

för die ganze Curve ist J = ^ oder = 4 a« it 

8 * 



l 



der semicubischen Parabel, deren Gleichung 
py^ = aj3 oder y^ __ ^jj.2 jgj . 

X 

= 7^M-^ = **y; */=|]/^ 



Tafel XLII. Quädratar ebener Cur^en. 



S81 



der Gissoide des Diocles, deren Gleichung: 
y^ (2 a — x) = «' iat : 
a 

J =z 2 l i -= i . dx = f a^ n 

J y la — X 


für die ganze Cnrve ist J = 3 a^ ic 



der Hexe von Agnesi, deren Gleichung: 
xy^ = 4 a* (aa — x) ist: 

(» o — xp 



==^aj 



. (2x = 4 a^ IC 



X' 



2a 



der Gonchoide, deren Polar - Gleichung : r = a , sect -\- h ist: 

t 

J = i Ua.seot +6)2 . dt 
a 

= i ja» . tg< + 2 «6 M . tg ^^ + —^ + 62 A _[. e 



der Tier schlingigen Linie, deren Gleichung: r = a.sin2^ 



der logarithmischen Linie, deren Gleichung: 

X 

ff» gm 

y = a f oder y = alnx oder y =^ cte ist: 



X 

Jx a 

In a 



od. 
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X 

J=: a 1 foi » . dx = a {» (^ » — i) — «0 (^ «0 — 0} od- 



*o 



X 

C- 

J = a ]e^ , dx = 

-00 



a^ c* = ay 



der Ezponential-Liniei deren Gleichnng: 

X — X 

y s= « oder s^ = e ist: 

00 

•7= |e.<2x=i;od. J s= z l e . dx = i 

-00 



X X 



der Kettenlinie, deren Gl^chung: y =: ^c\€ -{-e ) ist: 



X 

X X 



J» X SB _ Z- 







der Lemniscate, deren Gleichung: 
(«* -j-y^) = ö^ (*^ — y^) oder r^ = a' . cob2< 



7t IC 



J = \ Ir'.c^; od. J'=i a' . cos 2«. d< = o' 



der Kreisevolvente, deren Polar-Gleichimg : 
ai 4- a Are fsec = — j = r^ — a^ oder r' = P» -f- a* ist; 



a 

r 

a 6 a 






a 



2a J ' 6 a 





Tafsl XUI. Qnadnitar ebener Cwren. 
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der Tractorie, deren Gleichuag : 




V 

X 


/a4-^/a^ — f/2\ 




1 


J = - l/i»3 ^ y« . dy + C 

J 


= i a» IC - 


i y y«« - y« i a» Are Un = ^j-^t 


a^ it 


der 


archimedischen Spirale, deren Gleichung: 

r a< oder r < ist: 

in 




• 


für die erste halhe Umdrehung; oder 
na 


11 


J = 


- — r2 . dr = 1 IT a* (3 n' — 3 n -|- ') 
5.-l)a 


•)* 


der hypei 


'bolischen Spirale, deren Gleichung: r — — 

4 


ist: 




j. a^ dt « (»'2 — ^i) - ö** 

2 J <2 — 2 2 
'2 


•r 


der 1 


ogarithmischen Spirale, deren Gleichung: 




r 


• 

= c , oder r — ae . oder < — am — 

. 2 

oder r = o« , oder t — log r ist: 




t 


*•«' rf(. od J- ' ~* - ••>-'•» 


-od. 


• «** , ou. e/ — ..... .. „_ 

4ma 4ma 


'o 
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J = 



ar 



2 . 



od. 



=.\^T.dT^ 



1)* Siehe Tafel XII. und XIII. Seite 94 und 110 und die An- 
merkungen dazu. 

2)* Unter den Grenzen x^ und x^ sind zwei gegebene Zahlen 

zu denken, welche den Lagen der beiden Ordinaten, die die Fläche 
begrenzen, entsprechen; der zweite Ausdruck ist für die Fläche, die 
mit einer festen Ordinate, entsprechend der Abscisse x^^ beginnt und 
mit irgend einer anderen Ordinate, entsprechend der Abecisse x, endigt. 

3)* r ist wie gewöhnlich der Radius - Vector ; t der Winkel 
zwischen diesem und einer festen Achse. 

y 

^)* Hier ist ^- oder die trigonometrische Tangente des Winkels, 

X 

den der Kadius - Vector mit der Achse einsohliesst, als unabhängige 
Variable genommen und -- = tg< = w gesetzt. 

X 

^)* Dieses ist für die Fläche, welche von der Achse des Goor- 
dinaten - Systems und" der v^^ Windung der Spirale begrenzt wird; 
der Inhalt des ersten Hinges ist = za^TZy der des n^^ = ina^ic. 

^)* r j imd rj sind die Fahrstrahlen der Endpunkte des Gurren- 
Stucks; ^1 und ^2 ^^^ yon jenen und der x- Achse eingeschlossenen 
Winkel ; a = wi l/^^ ; m die Achse der Hyperbel. 



Tafel XLIIL Bectlflcation der Curven.')* 



Gesucht 



die Länge eines Bogens 

der C u r V e , deren Gleichung : y =/(a5), od. r =f{t), od. P=zf(r) ist 

a) für rechtwinkelige Coordinaten: 



es 



ist de = Ydx^ + dy^ = y 1 + (^^ . dx 



X 



mithin 8 = j j/i + ^^y . dx 



2\* 



Xi 
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h) für Polar - Goordinaten : 



es ist ds = ydr^ + r» . dt^ = j/r» + (—\ , dt 

t 

mithin « = j y r^ + (-^^ . dt= j "j/r^ . d/2 + (Zr2~od. 



9 



/■ 



]/r2 - P' 



. dr 



des Kreises, dessen Gleichung: oj* + y^ = r' ist: 



8 



'S- 



(r2 — x^y 



. dx = r Are (sin = i) = 



rit 



für die ganze Kreisperipherie ist a = ir n 



8 



der Parabel, deren Gleichung: y = i'L/apaj^ ist: 
J f ' 2x* Y 20; 4 Ij/ix+p + I/2SJ 



der Ellipse, deren Gleichung: y = + — 1/a* — a;^ ist: 



8 



= 4 fl/^ijlli^- 



— (a2 — 62) a;2 



a;2) 



. eZos 



=4t^ 



2a;2 



. c2a; 



« 



= ,a.{.-(i.).-i(i^e'y-i(W.3y 



* (2:4.6:8*7 ~"\ 
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I 



der Hyperbel, deren Gleichung: y = + — 1/x* — a^ist: 



X 



°/y %!:!-y -^°Ji/4fei^-^ 





wenn der Abstand ((2) eines Punktes der Asymptote: y = — 2c von 
dem Mittelpunkte der Curve = ist x = tx = 



COB(p 



--°4+*('-^)*+*(-^)'-*-*(^-^)+-l 



6^* 



der semicubisoben Parabel, deren Qleichung: 
y8 ==: px^ oder py' = ac* ist: 



1 « 1 



27 






= |0+i*) •'* = ;;p> {(4P+9»)*-(4i»^} 
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der archimedisi/hen Spirale, deren Gleiohung: t* = — ist: 



8 



= ^ [*(!+<»)*. <fe = ^{<(lH-<»)i+te{<+ (! + <»)*) 



der Ezponential-Spirale; deren Oleidinng: r = «' Ut: • 



der logarithmischen Spirale, deren Gleichung: 
r = i oder r = a ist: 

= y 1 + (ina)» J e . dt=. ^ ^^ ^ (r - ro) oder 



<o 



« 






6\* 



I mJttk, 



8 ^ % (a^ + 





der Cycloide, deren Gleichungen: 
0? Mtz at — ft.sin^ und y = a — 6 . cos t sind : 

J (a» + 6» _ , 06 . cos «)* . d < = 4 («&)* J j (;;^7^) 



— cos' — \ . d 
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Tl 



X 



der Cycloide, deren Gleichungen: 



8 = 



a(t — sin /) ; y = a (i — cos t) oder -=^ = \^-^ — äL-Z_ sind 

dx y 

4 a i sin^ }^ t . dt =: % a oder 



■ 



-■/(■ + ^)**--'^/Ä- 



8 a 



der Epicycloide, deren Gleichnngen: 

T j^l 

y = (a -|- ^) sin ^ — A . sin I — ^ — J 



61C 



8 



h 







X Bogen der Cycloide 



die Cardioide, deren Gleichungen: 
X = %a . cos t — a . cos zt\ y = 2a.sin2 — 'a.sini/ sind : 

= 4 j 1/2 o* (i — cos* Q . d< = 16 a j (i — cos^ 1«)» . cZu 



8 = i6a 



der Hypo cycloide, deren Gleichungen: 
X = (a — 6) co8< + Ä . cosf — =1 — IM 

y = {a — 6) sin ^ — ^ A . sin ( — r— ^ ) < 



sind: 



i 



TsfBl XI.UI. EectiAcaUDD d«r CurveD. 



al + Arc^Bec = -^^ = (r' — a')* oder 7-> — Pä = 



n 
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der logarithmischen Linie, deren Gleichnng: 



« . 



y = alnx oder y = a ist: 



= J(,+^)* . d, = (a« + x»,* + -«»(^±^^Jt^) + <? 



X 



B 



J'^ '^ ' maj sin T. cos^ t 



SCi 



I 
Zna 



cos T cos T 






tg 



fo 



8\* 



derOurven ron doppelter Krümmung wenn die Gleichungen 
der Curye: y =/{aj); « = -F(a:) sind: 



es 



^-^-i^+{%1+{i)'-^ 



X 



»i«^.=/y,+(^y+(iy.^ 



der cylindrischen Schraubenlinie, deren Gleichungen: 
X = a . cos t) y = a .tasit'y z = ak t 
t t 



8 



= C(dx^+ dy^ + dz^)^ = C(a^ + a« k^)^ . d 





< 



9\* 



1*) Siehe Tafel XIII. Seite 110 und die Anmerkungen dazu. 

^)* Der Bogen ist enthalten zwischen den beiden Punkten, denen 
die Abscissen Xq und x zugehören. 

^) Der Bogen ist enthalten zwischen den beiden Punkten, denen 
die Werthe i und ^^ des Winkels, der die Lage des Radius -Vectors 

bestimmt, zugehören; -=- = -^s- . 



'Tafel Xliiy. Ciü>atiir dar KSrper. 



8^1 



*y Der Bogen geht yom Scheitel der Cnrye hia zu dem Punkte, 

dessen Abscisse x ist; da ferner x z> a genommen werden -moss, 

a , . , et . sincp « d^p 

so ist X = , mithm dx := j ^ gesetzt. 

cos?p cos' 9 

^)* Als die Grenze, welcher der Ueberschnss von d und a 

immer naher kommt, wenn man die Abdcisse immer g^rOsser werden lässt. 

^)* Als der Bogen, welcher zwischen den beiden Punkten der 
Curre enthalten ist, denen die Radien r^ und r zugehören. 

'')* Wird der Bogen von dem Punkte gemessen, wo r = a ist, 

a JP* 

so ist c = und » = — : und iit P immer = der Länge 

des Bogens des Grundkreises, der at genannt ist. 

')* Es ist hier ~ = Ina . a' = In ay = tg t gesetzt und 

CLX 

T ist SS Are (tg sss Inay) ss dem Winkel sEwiflchen der os- Achse 
und der Tangente der Curre in dem Punkte, dessen Absoisse x ist. 

*)* t ist der Wälzungswinkel und k die constante Tangente des 
Winkels der Schraubenlinie mit der os^- Ebene. 



Tafel XLIV. Onbatiir der Körper.')* 



G^ucht 



der Inhalt 

eines Körpers, wenn die Gleichung dessen Oberfläche : 
z == /{x, y) oder r = /((p, ^) ist 

a) für rechtwinkelige Coordiaaten: 

^u> Vi «2 »« Vi «2 

J = I e2x I (2y I (22 = I i \ dr . dy . dx ^ 



Vi 



«1 



X, 



Vi «1 



b) für Polar - Coordinaten : 



^«^ t' 



= 1 I I r^ . cos (p . {2^ . <2^ . (2r od. y = I I c? 9 I r ' . cos ^ . (2 4^ 



9i 



81* 



19 
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der Kugel, wenn die Gleiclinng deren Oberflltohe: 
z = I/o' — sc' — y*~ oder r = a ist: 

J =z I <2x I l/a' — «' — y' . dy = J o' « od. 

21: TT 2^ 

Tt ^0 



des Ellipsoid's, wenn die Oleichnng dessen Oberfläche : 

as' 1/' 2' 

i5 + |. + „-F='»t: 



+a /• «* +0 



des einfachen Hyperboloid's, wenn die Gleichung dessen 

sc' v' *' 

Oberfläche : *+t«H — s^ = i i«*: 

o' 6' ' c' 



H-« .^»^"^ 






-»Kr 



— X 
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jdes zweifachen Hyperboloid's, wenn die Gleichung dessen 

x^ t/2 «2 

Oberfläche: — — |-— * = i ist: 
a2 62 c^ 






«2 



= 2 ir 6c j ^^ - ij . «te = ^ ^^ - a2 aj + J a»jic 



+« 



des hyperbolischen Paraboloid's, wenn die Gleichung dessen 

052 f.3 

Oberflache : —^ — ~-t = i m ist: 
o' 62 

- H« 






X 
= } • — ¥ I 05* . <la5 = 4 . — r- 05^ 



des elliptischen Paraboloid's, wenn die Gleichung dessen 

«2 f,3 

Oberfläche : -^ + fv = » « ist : 

/k2 I %2 



a» ' 6' 

05 +6V«« 



—hVTx 4\* 
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eiü.^ Körpers, entstanden durob die Umdrehung einer 
Curve, deren Gleichung: '^ =c/(a;) ist, um eine in ihrer Ebene 

enthaltene Gerade als a?- Achse: 



X 



dj 
es ist -j— =y^ir, oder dJ=y^Tz.dx; mitiiin J 
dx 



= 11 U'. 



dx «)* 



einer Kugel, entstanden durch die Umdrehung eines Kreises, 
dessen Gleichimg: y^ = 200? — x^ oder y* = o^ — x^ ist, um 

ihre x - Achse : 



2a 



J t= 1 (a ax — a;2) . dx = ^ a^ n 




od. 



7 x^) . dx = ^ a^ IT 



— a 



eines Paraboloid's, entstanden durch die Umdrehung einer 
Parabel, deren Gleichung: y^ =s %px ist, um ihre a;> Achse: 






i xy^ n 



eines Ellipsoid's, entstanden dui'ch die Umdrehung einer Ellipse, 
deren Gleichimg: y^ = -^ («2 — sc 2) igt, um ihre gfrosse respectire 



kleine Achse : 



J" = ir -^ (a2 — a;2) . da; = I a62 Tc 



od. 



— a 



«^ = " P j(62 -y2) . dy == 1^2 l „ 
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B| 



eines Körpers, entstanden durch die Ifmdrehnng einer Cyclöide, 
deren Gldchnngen : x = a{t — sinO; y = a (i — cosO sind, um 

ihre Achse : 









eines Körpers, entstanden durch die Umdrehung der logarith- 
mischen Linie, deren Gleichung: y ^= alnx Sa\,\ 



X 



= a^ TZ \ (In x)^ , dx = a^ t: X uln x)^ — 2 2n o? 4~ ^j 



a a* n , wenn a; = i ist 



eines Körpers, entstanden durch den rechtwinkeligen Durchschnitt 
zweier gleichen geraden Cylinder, deren Gleichungen: 

x^ -\- z^ = «2 ijnd a;2 -|- y^ = a^ sind: 

a +^ a2— «2 o 

7= I da: j (a2 — aj2)i . rfa? = j(a2 — a;2)i . daj = }a3 

ü 

mithin ist für den ganzen gemeinschaftlichen Körper J = ^ a^ ^)* 



eines Körpers, entstanden dadurch, dass die Achse eines geraden 
Cylinder s: x^ -{- y^ == h^ durch dien Mittelpunkt einer Kugel: 

a?2 -|- y* "t~ *^ = a* geht: 
5 27r b 

J = j |ar.dr.ci^=2ir|r (a^ — r^)^ . d r 



00 



= 1!E |a8-(a? — 6?)*l 



7 



)* 



mithin ist für den ganzen eingeschlossenen Körper 
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eines Körpers, entstanden dadurch, dass eine Kugel: x^-\-y^-\-z^ 
= a' von einem Cy linder : x^ -\-y^ = axy in welchem der Halb- 
messer der Grundfläche =- ist der Hälfte des Kugelhalbmessers und 
dessen Achse letzteren rechtwinkelig halbirt, geschnitten wird: 





mithin ist für den ganzen Körper, der aus der Halbkugel 

geschnitten wird 



8\* 



y 



j = 



2 a' 



8a3 



eines Körpers, entstanden dadurch, dass ein Rotations-Paraboloid : 
y' + «^ = 4,ax von einem geraden Cylinder : x^ -\- y^ = zax 
durchbohrt wird, dessen Achse durch den Brennpunkt geht und die 
Achse rechtwinkelig schneidet, und dessen Halbmesser = ist dem 
vierten Theile des Parameters der erzeugenden Parabel: 

+|/2ar-Ä2 



J= \dx j/4.aa; — y* . 



a 
= 4 J{(»(4fl' - 



dy 



x^P + 4 ö« • Are f sin 



C 



^=^C-^')% 



dx 



für den ganzen Körper mithin ist J =. a^ (^ -{^ iic) 



eines Körpers, entstanden durch die Bewegung einer ebenen 
Fläche II mit sich selbst, während die Grösse derselben nach einem 
gegebenen Gesetze wächst oder abnimmt: 

J = cos o j u . dz )* 



eines Körpers, entstanden durch die Bewegung eines Quadrats: 

u = 4y^. dessen Seiten die doppelten Ordinaten eines Kreises: 

y^ = a^ — z^ sind und dessen Abscisse z ist, || mit sich selbst : 






e2) . cfo = } a» 



iO\* 
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eines Körpers, entstanden dadoreh, dass zwei gleiche gerade 
Cylinder sieh unter einem Winkel = a schneiden: 



a 
J =z ^ cosec a j (ö* — «') . d» = f a' . 



in* 
cosec a 





i6 aS 

mithin ist für den ganzen Körper J == 



3 sina 



eines Körpers, entstanden durch den Durchschnitt eines geraden 

Cylinders: y = (a^ — x^y und einer Ebene z = x.tga, die 
durch die Mitte der Grundfläche geht und mit derselben einen 

Winkel = a einschliesst : 

J = 2 tg o ix (a^ — x^)^ .dx=iga Ic-- } (a» — x^)i\ 

12\* 

= I tg a |a3 - («2 _ a;2)ll 
mithin ist für den ganzen Körper , wenn x = a: /=Ja^.tga 



eines Körpers, entstanden durch die Umdrehung der Cissoide, 
deren Gleichung: x^ y = (aa — y)^ ist, um ihre Asymptote, als 

x ' Achse : 

= — TC l(a + y) (za— yp ,dy 
mithin ist für den ganzen Körper J* = za^n^ 



eines Körpers, entstanden durch die Umdrehung der Hexe, 

deren Gleichung : xy = za (lay — y^)^ ist , um ihre Asymptote 

als Achse : 



mithin ist für den ganzen Körper / = 4a^n 
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eines Körpers, eatstanden durch die Umdrehung der Conchoide, 
deren Gleichung: xy = (a -{- y) (b^ — y^)^ ist, uin ihre os-Achse: 

j^ ob ^ _ a62 „ Are (fäsL = ^ + — (&^ —-J^^) (y2 + a ftJ) 
mithin ist für den ganzen Körper J = h^T.\aTi + ^~) 



*)* Siehe Tafel XIII. Seite 110 und die Anmerkungen dazu. 

^)* Die Grenzen z^ und z^ sind zwei Functionen von x und 
y und die Grenzen y^ und y^ zwei Functionen von ac. Der Aus- 
druck bedeutet in dieser Form eine Summirung der unendlich kleinen 
Körperelemente dx^ d/u, dz, und zwar zuerst eine Summirung der 
gewonnenen Elemente im Sinne der z, wobei dx und dy als con- 
stante Factoren unberührt bleiben ; dann in Summirung der ge- 
wonnenen Elemente, im Sinne der y^ wobei dx unberührt bleibt, 
und endlich eine Summirung der letztgewonnenen Elemente im 
Sinne der sc. 

^Y r ist der vom Pol aus bis zu einem bestimmten Punkte des 
Körpers gehende Radius - Vector ; ^ der Winke], den die Projection 
des Kadius-Yectors auf die 2^ -Ebene mit der sc -Achse einschliesst ; 
ip der Winkel, welchen derselbe Badius-Yector mit dieser Projection 
büdet. 

^y Als der Theil des Paraboloid's, der zwischen dem Scheitel 
und einer Ebene, die || zu der t/sr- Ebene in einem Abstände == x 
gelegt, enthalten ist. 

^)* Als der Theil des Eotations-Körpers, welcher zwischen zwei 
Ebenen enthalten ist, die in den Abständen sc^ und x vom Anfangs- 
punkte der Coordinaten rechtwinkelig durch die sc- Achse gelegt 
worden sind. 

0)* Der Durchschnittspunkt der Cyllnder - Achsen ist hier als 
Anfangspunkt und die Achsen der Cyllnder als y und a;- Achsen 
genommen. 

"^y Der Mittelpimkt der Kugel ist als Anfangspunkt und die 

Achse des Gylinders als 2; -Achse genommen; statt JJz. c2a; . (2y 
direct zu integren, sind x und y in Polar - Coordinaten r und t 
umgeformt , welches dx . d/y = r . dr . dt g^ebt ; der Inhalt des 
zwischen der eoucaven Oberfläche der Kugel und der convexen 
Oberfläche des Gylinders eingeschlossenen Körpers ist 

= 1£ (a^ __ 62)!. 
3 
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^)* X und y dnd wie oben in Polar > Coordinaten umgeformt, 

welches / = jj r» , dr . dt =^ Jj r {a^ — r^P dr . dt giebt ; die 
Grenzen von r sind o und a . cos t ; der in dem Oylinder nicht ent- 

haltene Theil der Halbkugel ist = = dem neunten Theil ded 

Cubus des Kitgelhalbmessers. 

^Y ^ ist der Inhalt der Fläche; die 2 -Achse die Bichtung der 
Bewegung; a der constante Winkel, welchen die Achse mit der '' 
Normale zur Ebene einschliesst. 

1®)* y ist die Hälfte der Quadrat- Seite; a hier = o. 

^^y a üt der Halbmesser der Cy linder; z der Abstand der 
durch die Achsen bestimmten Ebene von einer Ebene, die || zu der 
Achsen -Ebene gelegt ist. 

12)* Es sei DEQB der abgeschnittene Körper; EQJ) die 
Schnittebene; EJJ die Durchschnitts - Linie des Cylinders und des 
Körpers DEQB"; PNnp ist eine Ebene, welche DEQB schneidet, 
\ auf der Grundfläche des Cylinders steht und || DE gelegt, mithin 
ein Parallelogramm ist; ferner sei M der Punkt, wo PNnp den 
Halbmesser CB der Grundfläche des Cylinders schneidet; BC = a; 
MN = y ; PN = z gesetzt. 

*3)* Statt den Werth ypn n jy^ . dx zu finden, sind dieWerthe 
von X und y durchs ausgedrüekt, nämlich x = a (1 — cos ^ 
und y = a (t -{- eiRt) substitoirt. 



Tafel XLV. Quadratur der Oberfläche 
Yon Körpern (Oomplanation). 



Gesucht 



der Inhalt der Oberfläche 

eines Körpers, wenn die Gleichung Jessen Oberfläche: 

z =/(«, y) oder r = /(», i}*) ist 

a) für rechtwinkelige Coordinaten: 



es 



^''^v^mw+W-'- 



dy 
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r^^j=jjy^+{ty+(^y.ä.-'h »a. 



«^ yj 



n* 



' - /- /v- + (i)' + (0 ■ * 



yi 



h) für Polar - Coordinaten : 



=j/'V{"+(Äy)-*+(^)' --'♦•'■ 



eines Körpers, entstanden durch die Umdrehung einer Garre, 
deren Oleichimg : y = / (a?) ist, um ihre x - Achse : 



ist dy = a IC y 1^1 + (^) • *» 
und J = 2ir j y y I + (.^ . «te 



05- 



einer Kugel, wenn die Gleichung deren Oberfläche: 
+ y' + «^ = a« ; od. « = "j/a^— x^ — y^ igt ; 



oder die entstanden ist durch die XJmdrehimg eines Kreises: 

y = (i ax — x^p oder y^ =: a^ — x^ 
um seinen Durchmesser als os- Achse: 



y a' — 05- 
dy 



+« ^y a'-x' 
J JVa^ - x^ 



2 _ a;2 — «2 



= 2oic |(2a; = 4a3ic 



— a 



oder / 






4 a^ IC 



— a 
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einer Kugelzone, wenn die beiden begrenzenden parallelen 
Ebenen vom Mittelpunkte der Kugel nach derselben Seite bin um 

h oder A| abstehen: 



= 2 iz a \ dx =2 TZ a (Äj — h) 



eines Körpers, entstanden durch den rechtwinkeligen Durchschnitt 
zweier gleichen geraden Cylinder : x^-\-z^=a^ und aj^-j-y^ =a* : 

a (aS —»2)1 a 





für die ganze Oberfläche mithin ist J =z % a^ 



eines Körpers, entstanden durch den Durchschnitt einer Kugel: 

as* -f- y* -f" *^ = o^ und eines Cylinders: ac^-f-y' = a«, wenn 

der Halbmesser der Grundfläche des letzteren = ist der Hälfte des 

Kngelhalbmessers und dessen Achse letztere rechtwinkelig halbirt 

für die von der Kugel abgeschnittene Oberfläche ist: 

J^a {{^""'^y ^a {{ ^^'^y , od. 

J J « J J (a^ ^ x^ --^ V^F 



t: 



a.cos< 



TZ 



=:a \dt j~^^^^^ = a2 J(i-sin0.d< = a2(^-i) 



s^* 



für die vom Cylinder abgeschnittene Oberfläche ist: 

a • ** 
a j z . dx a^ [ ^ ^ 

^ ' 

fiir die ganze Oberfläche mithin ist J =. ^a^ 



eines Körpers, der durch die Bewegung einer Ebene || mit sich 

selbst erzeugt ist: 



J" = J c . d» 



302 Zwölfter Absehn. AnwaniL d. Differential- a.Integral-Reetanang anf d. Geometrie. 



eines Körpers, entstanden durch den Dnrclisohnitt der Achsen 
sweier gleichen geraden Gylinder unter einem Winkel = a: 



J = za . cosec 



a \dz = 



2 a^ . cosec a 



fBr die ganze Oberfl&che mithin ist J = i6a^ . cosec a 



des conyezen Theils eines Körpers, entstanden dnreh den 

Durchschnitt eines geraden Gylinders : y = {a^ — x^p und einer 

Ebene : z = x ,tgoLy die durch den Mittelpunkt der Grundfläche 

geht und mit derselben einen Winkel = a einschliesst 

für die vom Cy linder abgeschnittene Oberfläche ist: 

a 

J = 2a .iga I T- = la .tgala — (a^ •— xh^l 

J (a2 — x^P ^ ' 

f&r die ganze conrexe Oberfläche mithin ist / = 2 a^ . tg a 



des Eotations-Paraboloid's, wenn die Gleichung der Parabel: 

y2 = 2px ist: 



eines Rotations- Ellipse id's, wenn die Gleichung der Ellipse: 

y2 — : _ (^2 3.2^ igt 

1) bei Drehung um die grosse Adise: 



=^ JtJ^ L* - t* x*)i . dx 
= IC <b^ -\ Are (sin = t)> 



6^♦ 
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2) bei Drehung um die kleine Achse: 

X 



«^♦ 



eines Körpers, entstanden durch die Umdrehung einer Cyoloide, 
dem Gleichungen: x ^ a(t — sin<); y = a(i — co8<) sind, um 

ihre Achse als os- Achse: 



2Jr 



iz 



J =: za^n j(i — cosO^ ,dt = i6a^n \em^ t , dt ^ SAa^n 



^y yi und ^2 sind Ordinaten, die als Functionen von x ge- 
geben sind. 

2)* Siehe Seite 298 Anmerk. 3. 

3)* Es ist 2B = r . sin^ und y = r . cos/ gesetzt, wo r und t 
unabhängige Variable bedeuten. 

^)* c ist der Umfang der erzeugenden Ebene; 8 der Bogen 
einer Cunre, entstanden durch eine Ebene _L der erzeugenden Ebene. 

a^ — 62 
*)* Es ist s — = e* gesetzt, wo e wie gewöhnlich die 

numerische Excentricitat bedeutet ; später ist x = a gesetzt, wodurch 
der Inhalt der halben Oberfläche. 



6)* Hier ist e^ = 



62 



tt' 



62 



1/ 



Berichtigungen. 

Seite 8. Im 18. Ausdrucke für tg€t lies coseoi^i statt cosec^ za. 

9. Im vorletzten Ausdrucke für eec a lies tg^ \ a statt 
ig 2 «* xmd im 4. Ausdrtidke fiir cosec a lies 

1^'+*«'" statt lAT^i^ 



f- 



tg a . f tg a 

10. Im Ausdrucke für, sina -f" co$a lies l/^z statt l/a. 

11. Im letzten Ausdrucke für tg(45® + a) lies 



^l/i -fe-sin 2« ^ ^^ *|/i-i-flm2a 

1/ — ^-; statt 1/ ^ . ■ . 

f 14- sin 2a r i+sin'2a 



— 12. Im Ausdrucke für sec (45 <> + <*) + sec (45*^ — «) 

lies sec 2 a statt cosec 2 a. 

— 1 5. Im Ausdrucke für i + tg o . cot b lies cos a . sin & statt 

cos 6 . sin a. 

— 19. Im vorletzten Ausdi^cke für Are (cot = x) lies — x 

statt — I. 

— 20. Im vorletzten Ausdrucke für Are (sin vers = x) lies sin 

statt sin vers. * 

— 23. In der ersten Columne lies cos = i statt cos = o. 

— 3.5. In den Ausdrücken für sin (p und lg w lies A statt B. 

— 43. In der Figur lies h statt a und a statt b. 

— 64. Im letzten Ausdrucke für »2n ^^^^ t *« ''**** i ^n* 

— 69. Im Ausdrucke für tg J lies {s — 6) (s — c) ßtatt (» — c) 

^ {8 — d), 

— 72. Lies gegeben c, B oder -4 statt c, i? oder C und lies 

b = c , cos Ji statt c . cos C 

— 91. Der rechten Seite der Gleichungen einer Geraden für 

schiefwinkelige Coordinaten ist die Variable x als 
Factor hinzuzufügen. 

— 98. Für die Scheitelgleichimg lies y = + ^zax — x^ 

b r 

statt y = — "l/ax ' — x^ . 

— 103. In dem Ausdrucke für < lies — 3Z — gtatt — — — . 

2 4 

— 125. In dem letzten Ausdrucke für s lies -*-— statt A a o^ . 



